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临界 非 线性 问题 ， 又 称 极限 韭 线 性 问题 ， 是 数学 物理 中 的 一 类 现象 ,刻画 
这 类 现象 的 偏 微分 方程 所 对 应 的 变 分 泛 函 不 满足 全 局 紧 性 条 件 ， 或 者 说 处 在 
紧 性 条 件 的 边缘 ,， 这样, 经 典 的 变 分 法 便 不 能 用 于 解决 这 些 问 题 ， 而 几何 、 物 
理 中 许多 著名 问题 正 处 于 这 种 境况 . 典型 的 例子 要 数 历史 上 著名 的 Yamabe 猜 
想 ( 见 第 七 章 ): 任意 一 个 n > 3 维 紧 致 Riemann 流 形 (M,9) 均 共 形 等 价 于 一 
个 具 恒 常 数量 曲率 的 紧 致 Riemann 流 形 . 这 一 问题 等 价 于 在 (M, g) 上 求解 如 
下 椭圆 方程 : 
— Aut Su = Şu") u>0 (Yamabe) 


其 中 A 是 Beltrami-Laplace 算 子 , —A + S ESE Laplace BF, 5 是 实 常数 . 


Yamabe [212] (1960) 声称 这 一 问题 已 解决 ,但 8 年 后 Tridinger [202] (1968) 
AIN H. Yamabe 的 证 明 有 严重 错误 . 在 Yamabe PHE, 大概 人 们 认为 变 分 问题 
中 紧 性 是 不 成 问题 的 , 而 这 正 是 Yamabe 的 错误 所 在 ，(Yamabe) 方程 所 对 应 的 
变 分 问题 不 满足 全 局 紧 性 条 件 . Triidinger [202] 未 能 纠正 其 错 . 

Yamabe 问题 的 实质 性 进展 是 1976 年 Aubin [3] 作出 的 , 基本 上 证 明 n > 6 
时 Yamabe 猜想 成 立 . T. Aubin 的 这 一 突破 性 进展 在 分 析 上 具有 里 程 碑 意义 . 为 
便于 从 分 析 上 认识 Yamabe 问题 ，H. Brezis 与 L. Nirenberg 在 文献 [521 (1983， 
当时 Yamabe 问题 尚未 完全 解决 ) 中 研究 了 n > 3 维 有 界 区 域 0 上 的 一 个 模 
型 化 问题 ( 见 第 三 章 ), 今天 人 们 称 之 为 Brezis-Nirenberg 模型 , R- -AA žr 
ue C2(Q)NC(Q), 使 得 


—Au = ut + ìu, EF, 
u> 0, 在 9 P, (B.-N.) 
u—0, 在 OQ E, 


其 中 入 是 一 实 常 数 ，N = 2n/(n — 2). 
问题 (B.-N.) 是 变 分 的 , 它 的 解 对 应 HEO) 上 如 下 泛 函 的 非 负 临界 点 ; 


&(u) = 5 / uve — u?) — wf tu. 


但 由 于 指标 p = N 是 Sobolev KA HEO) 一 LP(0) 的 临界 指标 (1 <p<N 
嵌入 是 紧 致 的 , p= N 嵌入 仅 为 连续 的 ), 泛 函 B(w) 不 满足 全 局 的 PS) 条 件 ， 
传统 变 分 法 便 不 能 用 来 解决 问题 . 


问题 (B-N) 的 困难 并 不 单单 表现 在 分 析 方 法 上 . 我 们 知道 , 在 次 临界 情 
形 ，N < 2n/(n — 2), 问题 (B.-N.) 对 于 Aà € (-00,A1) 是 可 解 的 ; 而 在 临界 
情形 ，N = 2n/(n 一 2)， 却 会 出 现 Pohozaev 障碍 ， 当 9 为 星 形 区 域 时 ， 问 题 
(B.-N.) 对 于 所 有 和 < 0 无 解 . 这 说 明 ， 非 线性 问题 (B.-N.) 的 临界 与 次 临界 情 
形 有 着 本 质 的 区 别 . 

沿用 Aubin [3] 的 方法 (最 佳 Sobolev 不 等 式 与 局 部 分 析 )，Brezis-Nirenberg 
[52] 证 明 : 当 n > 4 时 , 问题 (B.-N.) 对 于 入 € (0,A1) 可 解 . 但 当 n = 3 时, 这 
种 局 部 分 析 法 不 再 适用 ， 而 问题 更 依赖 于 区 域 的 几何 性 质 , 在 9 为 球 域 的 特殊 
情形 , [52] 证 明 问 题 (B.-N.) IF A € (Ai/4, Ai) TÆ ( 见 本 书 定理 2.10 及 定理 
2.12) . 这 或 许 揭示 , IRE Yamabe 问题 的 解决 有 赖 流 形 的 整体 性 质 . Yamabe 
问题 的 后 来 发 展 印证 了 这 一 点 ( 见 Schoen [176], 亦 见 本 书 定理 7.21). 


Brezis-Nirenberg 模型 可 以 说 是 认识 Yamabe 问题 等 临界 非 线性 问题 的 “ 引 
BRA”, 由 此 我 们 可 以 比较 容易 地 认识 其 他 临界 非 线性 现象 , 例如 

(1) 古典 Plateau 问题 ( 见 第 四 章 ) 及 已 -方程 下 的 Plateau 问题 ( 见 第 五 章 ); 

(2) 极 小 曲面 的 浸入 问题 ( 见 Sacks-Uhlenbeck [173]); 

(3) 古典 的 等 周 问题 ; 

(4) 某 些 最 佳 不 等 式 极 值 函数 的 存在 性 问题 , 包括 诸如 最 佳 Sobolev 不 等 
式 ( 见 本 书 283 页 ), 最 佳 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ( 见 本 书 274 页 )， 
最 佳 Hardy-Sobolev FÆR (LAP 295 页 ); 

(5) 量子 场 论 中 著名 的 Yang-Mills-Higgs 方程 非 极 小 解 的 存在 性 问 
kal Cu Taubes [198]) 等 等 . 

本 书 将 若干 临界 非 线 性 分 析 问 题 从 文献 中 提取 出 来 , (经 简化 、 求 新 、 求 
FE) 放 在 -起 , 对照 阅 读 ， 以 期 对 这 些 问题 的 认识 获得 一 个 “贯通 ”的 感觉 . 

书 的 第 一 部 分 (第 一 章 ) 是 预备 知识 , 它 与 书 末 三 个 附录 一 起 构成 本 书 的 
基本 背景 知识 . 

第 二 部 分 讲 Brezis-Nirenberg 模型 (第 二 章 ) 及 其 推广 (第 三 章 ) , 

第 三 部 分 讨论 平均 曲率 型 问题 , 主要 是 介绍 Brezis-Coron [48] 的 工作 , H- 
方程 下 的 Plateau 问题 ， 但 为 了 了 解 历史 背景 ， 在 前 一 章 介绍 了 Douglas-Rad6 
关于 古典 Plateau 问题 的 解 ,两 者 均 为 历史 名 题 . 

第 四 部 分 (六 、 七 、 八 章 ) 讨论 紧 致 Riemann 流 形 上 的 数量 曲率 问题 ， 第 
六 章 是 Riemann 流 形 知 识 的 罗列 ， 以 免 读 者 反复 查阅 相应 的 教科 书 . 第 七 章 讨 
论 Yamabe 问题 , 我们 采用 了 Lee-Parker [129] 的 技术 路 线 , 简化 了 Aubin [3] 与 
Schoen [176] 原来 的 证 明 . 第 八 章 用 来 介绍 预 设 共 形 数量 曲率 问题 若干 发 展 . 


第 五 部 分 讨论 凝聚 紧 性 原理 . 凝 育 紧 性 原理 是 数学 分 析 的 重要 方法 ,上 月 20 
世纪 80 年 代 中 期 PL. Lions [140, 141] 的 一 系列 开创 性 工作 以 来 , 得 到 了 广泛 
深入 的 发 展 和 应 用 . 一 般 来 说 , 一 个 变 分 问题 如 果 在 非 紧 致 群 作用 下 不 变 ， 
则 这 样 的 变 分 问题 不 满足 紧 性 条 件 . 在 妇 * 中 ,关于 平移 不 变 的 变 分 问题 ,用 
第 一 类 凝聚 紧 性 原理 处 理 ; 关于 伸缩 不 变 的 变 分 问题 ， 属 于 临界 非 线性 问题 ， 
用 第 二 类 凝聚 紧 性 原理 处 理 . 对 于 两 种 凝聚 紧 性 原理 ， 我 们 都 给 出 各 自 的 简约 
形式 , 其 证 明 , 也 略 有 独到 之 处 . 

在 作者 的 学 习 、 研 究 及 本 书 的 写作 过 程 中 , 得 到 许多 帮助 ， 在 此 表示 衷心 
感谢 . 

致谢 授 业 恩师 : 兰州 大 学 陈 文 ( 山 原 教授、| 余 庆 余 教授 、 范 先 令 教授 、 巴 


BBW XK | Thierry Aubin | 教授 . 

致谢 师长 : Ea AA BR. PER ARE. AIR ERS. SAR EBS. BIKE 
教授 、 张 宝玉 教授 、 李 庆 士 教授 、Michel Vaugon 教授 . 

致谢 曾经 和 我 在 各 个 时 期 共同 讨论 数学 问题 及 帮助 过 我 的 同学 、 同事 及 朋 
友 . 

RNA A. 

致谢 下 列 机 构 : 国家 留学 基金 委 ， 国 家 留学 基金 委 回 国 留 学 人 员 基 金 会 ， 
山西 省 自然 科学 基金 会 , 山西 省 外 事 处 , 太原 理工 大 学 科研 处 ， 深 圳 职业 技术 
学 院 科研 处 . 

限于 水 平 ， 书 中 错误 及 不 妥 之 处 实 属 难 免 ， 恳 请 读者 不 音 赐 教 ， 


作者 
2010 年 1 月 于 深圳 


I 预备 知识 1 


第 一 章 变 分 原理 及 基本 BANACH 空 间 . .| 3 
第 一 节 RARE aLL. 3 
一 、 Banach 空间 的 若干 概念 .i 3 

一 、 非 线性 映射 的 微分 7 

=> 极 值 问题 . 8 

四 、 山路 引 理 , aaa LLL 10 

第 =- 节 HOLDER 空间 与 2 空间 .i 12 
T> H6lder 连续 函数 空间 . 12 

DPM eee. 13 

Brezis-Lieb 引 理 . ee. 14 

第 一 节 ”SoBOLEY 空间 eee 16 
T 整数 阶 Soboley 空间 . LLL. 16 

o” Sobolev RAGE Lll LLL. 18 

=> 齐 次 Soboley 空间 Dr LL, 20 

PU. 分 数 阶 Sobolev 空间 L. 21 

To a .i 22 

第 四 节 对 称 重 排 LORENTZ 空间 29 
T> PRB ES .i 29 


=> Lorentz 空间 allaa LLL. 37 


.i 变 分 法 与 临界 非 线性 
第 五 节 BMO 空间 与 HARDY 空间 .i 40 
BMO 45 VMO 空间 . .9 . 40 
二 、 Hardy SI He eens 42 
II 有 界 区 域 上 的 非 线性 椭圆 方程 45 
第 二 章 BREZIS-NIRENBERG 模 型 .i 47 
第 - 节 BREZIS-NIRENBERG 模型 ,i 47 
一 、 几何 背景 . . 47 
二 、 紧 性 的 丧失 ”Pohozaev BAAR. ee ee 48 
三 、 变 分 方法 ;i 51 
第 二 节 WR occ eee 55 
一 、 情形 n>4 een 56 
二 、 情形 %=3... cee 59 
第 三 节 | FAK ccc eee 65 
一 、 带 余 项 的 最 佳 Sobolev AFH. ee 65 
二 、 对 称 函 数 的 Sobolev HA .i 68 
三 、 区 域 拓扑 的 影响 . . 71 
第 三 章 一 般 临 界 非 线 性 椭圆 方程 . ...... .i 77 
第 一 节 变 分 方法 ccc cece eens 79 
一 、 存在 性 的 Brezis-Nirenberg 判 据 . .9 79 
二 、 基本 估计 .i 87 
第 三 节 “各 种 存在 性 结论 . eee 90 
m 情形 和 >5 eee 90 
二 、 情形 n= 93 
三 、 情形 n=8. .i 94 
第 三 节 “多 解 性 结论 . cece eee 99 
一 、 极 小 解 及 其 性 质 . eee 99 
二 、 非 线 性 特征 值 问 题 .i 100 


三 、 Ambrosetti-Prodi 问题 


目 录 -ii 


II 平均 曲率 型 问题 103 
第 四 章 古典 PLATEAU 问题 eee 105 
第 一 节 ”平均 曲率 及 相关 问题 ee. 105 
一 、 平均 曲率 105 

=> 共 形 参数 表示 及 万 -系统 . .i 108 

第 一 节 ”古典 PLATEAU 问 题 . LL 110 
一 、 解析 表达 .i 110 

一 、 Douglas-Rad6 方 法 .i 111 

第 五 章 H-AIRE PLATEAU 问题 .. LLL 119 
第 一 节 概述 119 
背景 120 

二 、 解决 途径 概述 .i 120 

第 二 节 FREER.. 123 
Dirichlet 问题 的 劣 解 . .i 123 

=> Plateau 问题 的 劣 解 . .i 131 

第 三 节 DIRICHLET HERRAR. o.. L 132 
一 、 变 分 结构 L 133 

一 、 试验 函数 及 其 估计 140 

第 四 节 PLATEAU 问题 的 优 解 . 143 
一、 极 小 化 能 量 . L. 144 

一 、 变 分 区 域 . LLL. 146 

第 五 节 ”正则 化 及 其 它 技术 支持 .i 150 
> ERE allL 150 

一 、 RSNA 155 


三 、 各 种 收 竹 性 LL. 157 


分 法 与 临界 非 线性 


ba 


iv- 


IV 数量 曲率 型 问题 159 


第 六 章 RIEMANN 几何 简 述 0 ee ees 161 
第 - 节 RIEMANN JB oo eee nes 161 
--、 微分 流 形 . anaana aaraa 161 

Riemann 流 形 . 0 ee teens 165 

第 一 节 E 166 
仿 射 联络 166 

Riemann 联络 . . ee 167 

第 三 节 WR eens 168 
RIKE.. ooa 168 

数量 曲率 170 

第 四 节 WAR eects 171 
-、 平移 171 

测 地 线 . a 171 

= 此 数 映射 172 

PU MARAME eee nee 172 

Hs Jacobi... a 173 

BT = 流 形 上 的 微 积分 174 
流 形 BOF cece 174 

二 、 流 形 上 的 积分 . 176 

共 形 变换 .i 179 

第 六 节 BALI) Soboley 空 间 . eee 181 
Sobolev IKA EIE... ee 181 

Trudinger 不 等 式 ee 183 

加 权 函 数 空间 . 187 

第 七 章 YAMABE 问题 .. ene 191 
第 - - 节 变 分 方法 193 
Yamabe 不 变量 和 CM) .i 193 


Aubin 的 判 据 . aaa aa a 196 


第 二 节 HERMIR. ccc cece eee. 199 
、 度量 张 量 的 估计 . eee. 200 

一 、 共 形 法 坐标 系 . eee. 202 

=. Aubin 的 定理 . LLL. 205 

第 三 他 GREEN 函数 及 其 渐 近 展开 . 209 
一 、 Green 函数 ee. 210 

一 、 Green 函数 的 渐 近 展开 .... .i 210 

三 、 渐 近 平坦 流 形 . LLL 213 

PU. Schoen 的 定理 LLL 219 

五 、 Yamabe 问题 的 完结 . .ii 223 

第 八 章 设 定 共 形 数量 曲率 LLL. 225 
第 一 节 ”二 维 情形 225 
m PEM) <O na LLL. Laaa 226 

HIE x(M) =0 .i 227 

=> WE X(M) > 0 .i 228 

第 二 节 ”高 维 情形 229 
T> RÆ NMM, 9) <0 LLL 230 

一 、 EAM, g9) >0 LLL 232 

BW Nirenberg 问题 eee 236 
- Kazdan-Warner BERS nala LLL 237 

一 、 GERREK a LLL 241 

一 、 拓扑 方法 243 


V 凝聚 紧 性 原理 251 


RRR L. 253 
第 他 经 典 形式 254 
To EYP SUGAR PASE .| 254 


=> 核心 引 理 . 255 


vi. 变 分 法 与 临界 非 线性 
第 二 节 ”简约 形式 . ee 258 
-一 、 AA PRAS RKS oaaae 258 
一 、 两 分 的 简约 表述 .i 260 
第 三 节 ”局 部 紧 变 分 问题 举例 . eee 262 
一 、 一 般 原 则 . eee 262 
二 、 一 个 简单 例子 eee 263 
三 、 PERE oaaae 264 
四 、 涉 空 间 变 量 的 情形 .i 267 
第 十 章 凝聚 紧 性 原理 I 271 
第 - 节 ”核心 引 理 . 271 
第 一 节 ”最 佳 HLS 常数 的 极 值 函 数 . alaaa 274 
一 、 关于 HLS ASA LEI. eee 274 
极 值 前 数 的 存在 性 276 
5 二 节 RFE SOBOLEV 常数 283 
最 佳 Soboley 常数 . eee 283 
一 、 变 分 框架 . aaa 284 
E, DmP(R") PRISE eee 285 
四 、 AR PRA TEEPE eee 287 
五 、 一 个 全 局 紧 性 结论 eee 291 
SVU ”奇异 积分 不 等 式 . 295 
Hardy 不 等 式 及 其 推广 . ee 295 
二 、 Bet# Hardy-Sobolev 常数 的 极 值 函数 . . 298 
二 、 关于 Harpy PERRE AE. eee 301 
附录 A ”线性 二 阶 椭圆 方程 .i 303 
-、 上 古典 极 大 值 原理 . .i 303 
=. Schauder 估计 .9 304 
ESO: I 305 
四 、 BERKER.. eee 306 


目 录 - vii - 


附录 B 


附录 C 


五 、ZL? 信 计 .i 307 
六 、 流 形 上 的 椭圆 方程 . aaa 307 
七 、 弱 解 的 正则 性 .i 309 
RADON 测度 313 
抽象 测度 与 积分 . 313 

Radon 测度 . aa 317 

三 、 Riesz RANT ee 319 
四 、 测度 列 的 收 和 化 eee 321 
ti. Hausdorff 测度 与 Sobolev 容 度 . eee, 322 
算 子 插值 及 其 他 . eee, 325 
一 、 卷 积 与 正则 化 .i 325 
一 、 Marcinkiewicz HHA Foo... ee. 326 
=> Hardy-Littlewood 极 大 函数 . .330 
四 、 广义 Marcinkiewicz 插值 定理 . ........................ 335 
参考 文献 . 337 


第 一 章 变 分 原理 及 
基本 BANACH 空 间 


本 章 主要 陈述 本 书 所 涉及 到 的 有 关 抽 象 变 分 原理 、 基 本 Banach 空间 理论 
的 一 些 基 本 事实 . 所 给 定理 基本 不 加 证 明 ,， 只 指出 其 出 处 或 参考 文献 ， 从 中 可 
以 进一步 了 解 细节 . 间或 遇 到 一 些 普通 教科 书 不 常见 的 定理 、 命题 , 而 证 明文 
不 太 长 ,也 会 给 出 证 明 . 作为 预备 ,本章 只 有 前 三 节 是 必要 的 ， 其 余 后 两 节 内 
容 可 在 阅读 过 程 中 回头 查阅 . 


第 一 节 AR 


本 节 的 材料 除 第 一 是 外 , 可 在 陈 文 ( 山 原 ) [219], ARR [254] BR BP ARES 
[258] 中 找到 . 第 一 目 陈述 抽象 Banach 空间 的 一 些 基 本 概念 ,大 多 内 容 在 一 般 
泛 函 分 析 书 上 都 有 . 较 简 明 的 可 见 Maddox [143]， 概 述 可 见 钟 承 奎 等 [2581. 


一 、Banach 空间 的 若干 概念 

1. Banach 空间 . 

R 巨 是 实数 域 展 上 的 线性 空间 , E 上 的 实 值 函 数 外 . || 称 为 范 数 ， 如 果 它 
满足 下 列 三 个 条 件 : 

(a) (正定 性 ) ||xl| > 0, Vee FE, 县 上 zl = 0 ERK z= 0; 

(8) ( 齐 次 性 ) llaz| = lallzl Ya e R, Vee E; 

(7) (三 角形 不 等 式 ) zx + yl] < lell + lul Yz, y € E. 
线性 空间 BEAVER || - || KA 线性 赋 范 空间 , iA (EL, || 山 ， 简 记 为 E. 


.4. 变 分 法 与 临界 非 线性 


我 们 说 赋 范 空间 E 中 的 序列 {on} 收敛 于 to E E, 记 为 zn 一 to WR 


læn — zoll 一 0. 
称 {2n} Æ (E, | I) 的 一 个 Cauchy 51, RIE lim lzm — zn|| = 0. 


一 个 线性 赋 范 空间 称 为 完备 的 ， 如果 它 的 每 个 Cauchy 列 都 收敛 于 该 空间 
内 一 点 . 完备 的 赋 范 线性 空间 就 称 为 Banach 空间 . 


2. Hilbert 空间 . 
设 互 为 一 线性 空间 , 我 们 称 H 上 的 双 线性 泛 函 (o) AAR, MARAE 
满足 

(a) (x,y) = (Y, z)» Yz, y € H; 

(8) (Az + uy, z} = A(z, z) + uly, z), VA, WER, Yz, y, z€ A; 

(y) (2,2) >0,VaedH, H (z,xz)=0 4> r=0. 
线性 空间 五 连同 其 内 积 称 为 内 积 空间 . 

内 积 空 间 上 有 一 个 自然 的 范 数 , ||z|| 全 V(z, 2), 它 满足 平行 四 边 形 律 

lz + yl = 2l]? + 2llyl?. (1.1) 

反之 , 满足 平行 四 边 形 律 的 赋 范 空间 必 是 内 积 空间 . 

完备 的 内 积 空间 就 称 为 Hilbert 空间 . 

3. WER. 线性 赋 范 空间 E EORR SRA RHED, 如果 


fr + py) = Af (£) + uf (u), VA HER, Yz, VE 五 


f 称 为 有 界线 性 泛 函 , 若 存 在 常数 M, 使 得 对 所 有 z e E, |f(z)| < Millzll. 


E 上 全 体 有 界线 性 泛 函 构成 的 集合 E, 按照 通常 的 代数 运算 , 构成 线性 
空间 , 按照 范 数 


IFI =sup{|f(z)| : æl] =1, ze 五 } 
构成 赋 范 线性 空间 ， 并且 是 Banach 空间 (不 论 E EAE). Fr RHE E KJ IR 
范 对 偶 或 连续 对 偶 (空间 ), 简称 对 偶 . 
用 (2, f) Ra E x E* 上 的 如 下 双 线 性 函数 , MAES E* 之 间 的 匹配 : 
(z, f} f(z), rEeE,fep’. 
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五 ** S (EY KRA E HKH. 
作为 Hahn-Banach 定理 的 一 个 推论 , 赋 范 线性 空间 E SRONA E** 
的 一 个 子 空间 等 距 同 构 . 确实 , SF: BO EA 
jz)(f)=(z,f), YJEE*, YTEE, 


W jæ) = lele HEH j: E 一 EM 是 等 距 嵌 入 . 通常 将 2 与 jz) 等 
la], MA ECE. 


若 Banach 空间 E 与 其 二 次 对 偶 B** 等 距 同 构 , B E = E*, WEA @ 
反 Banach 空间 . 

根据 Pettis 定理 ( 见 张 薪 庆 等 [2$6])， 自 反 Banach 空间 的 闭 子 空间 仍 是 自 
J Banach 空间 ， 

定理 1.1 (Riesz-Fréchet 定理 ) 设 f € H*, HY A* 是 Hilbert 空间 H 的 
对 偶 空 间 , 那么 存在 唯一 的 一 个 zp € H, 使 得 上 pj = |S), 2 


f(a) = (z,æzf)h Vac H. 


Riesz-Fréchet 定理 也 称 作 Riesz 表示 定理 . 它 表明 Hilbert 空间 H 与 其 对 
偶 空 间 H* 等 距 同 构 ， 因 而 是 自 反 Banach 空间 . 


Lt Hilbert 空间 更 广泛 的 一 类 自 反 Banach 空间 ， 是 所 谓 一 致 凸 Banach Z 
ia). 按 定义 , 一 个 Banach 空间 E RI- 如 果 Vee(0,2), 36 > 0, 使 
AB rye EWA |e] = hyl =1 X |e- yl 2e 就 有 z+ 加 <2 一 5. 


根据 平行 四 边 形 律 (1.1)，Hilbert 空间 是 一 致 帮 Banach 空间 . 


定理 1.2 (Milman 定理 ) ”一致 马 的 Banach 空间 是 自 反 Banach 空间 ( 见 
Yosida [214]). 


4. 弱 收 敛 . 


定义 1.1 KRERMDCAL EI), BY 是 其 对 偶 空 间 ， ARE PORT {rn} 
弱 收 化 于 zo € E, 记 作 zn 29, WR 


lim (atm, f) = (20, f) Vf € BY. 


将 Lan} RE CRIA ro 称 为 强 收效 ， 记 为 an 全 zo. 


6 . 变 分 法 与 临界 非 线性 


定理 1.3 REZE EPAI) {xn} BMF ro 则 弱 极 限 唯一 , {zn} 
EE FREAR E ||zxoll < lim inf læn] 

如 果 将 范 数 看 作 能 量 ， 定 理 1.3 暗示, 弱 收 敛 序列 在 向 其 弱 极限 过 渡 时 ， 
可 能 有 能 量 损 失 . 如 果 能 量 不 损失 , 我 们 会 有 何 结论 呢 ? 

定理 1.4 (Radon-Riesz 定理 ) 34 E &—K Banach 空间 , Æ3) {un} C E 
HILT uo € E, BP wy 一、 up. 如果 unj| — |luoll> I wn > uo F E. 

称 一 个 集合 ACE RSE, WE 4 的 任何 序列 都 包含 一 个 弱 收 敛 子 
列 . 若 4 的 所 有 弱 极 限 点 都 属于 4, 则 说 A 弱 列 闭 的 . 

定理 1.5 (Eberlein-Smulian 定理 ) 自 反 Banach 空间 的 闭 单位 球 是 弱 列 紧 
53 51) A] a4. 

5.&A. WH, E Æ Banach 空间 , RIH H (连续 地 ) RA E, WA 
H >E, wWRACE AWA j: HO E EEEN, BD 

Izle < Clzllz, vzeH. 

WRASSE J 还 是 紧 的 , IRA PHAR RRR EPR, Wy 
KERA Ho EH BRA. 

RA HOE A'S, SAW (rn — ro F H) = (tn > ro F E). 

6. SU SEIT 

定义 1.2 KREAMCAMASM, Bt 是 其 对 偶 空间 ， 称 EY 中 的 序列 { 亡 } 
KAT fo C EX, tte fa > fo. BARE 


Jim (z, fn) = (2, fo), VrEE. 


we E x Banach 空间 , 在 互 的 对 偶 空间 B* 上 可 引进 所 谓 弱 * 拓 扑 . 在 弱 * 拓 
fh Fs 原点 0 € B* 的 基本 邻 域 基 为 


U(E, £1, £2, ,Tn) = {pe E*: (epp <e, 1 <i<nh, 


HP n ON, Zz1, 7X2,… ,zn E€ E, € > 0 都 是 任意 的 . 


由 此 可 见 ，E* 中 的 序列 在 弱 * 拓 扑 下 的 收敛 与 定义 1.2 所 给 弱 * 收 敛 的 概念 
是 一 致 的 . 
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定理 1.6 (Alaoglu 定 理 ) i E X Banach 空间 ,，E* 是 其 对 偶 空 间 ， 则 E* 
中 的 闭 单 位 球 是 弱 * 紧 的 ， 

Alaoglu 定理 也 称 Banach-Alaoglu 定理 (如 果 空 间 是 更 一 般 的 局 部 凸 拓扑 
空间 就 称 作 Alaoglu-Bourbaki 定理 ), 它 的 证 明 主 要 依赖 Tychonov ( FWAR ) 
定理 , 参见 Yosida [214] RIKER MWRKIE [257]. 

注意 ， 弱 * 紧 (成 立 有 限 覆盖 定理 ) 隐 含 弱 * 列 紧 , 但 两 者 不 等 价 . 


二 、 非 线性 映射 的 微分 
1. Fréchet 微分 . 
Ww, Y 是 线性 赋 范 空间 , RUCX EX WAS, f:U OY A 
( 非 线性 ) 映射 . 现 给 出 了 可 微 的 概念 . 
定义 13 Rh f: U OY RAE roc U 是 Fréchet 可 微 的 或 强 可 微 的 ， 
简称 可 微 ， 如 果 存 在 有 界线 性 算 子 4 E LMX, Y) 使 得 
| (zo + h) — f(xo) — Ahlly = o(fAllx), (alx — 0). 


我 们 将 算 子 A 称 作 f 在 xo 处 的 Fréchet FN Fréchet 微分， 记 作 f’(x9) 或 
d f (xo). 


对 于 R? 上 的 可 微 函 数 f, 它 的 Fréchet 微分 f'(£o) = VF (xo). 


2. 临界 点 ”临界 值 . 
设 E Æ Banach 空间 , © Æ E LAA AUR. 我 们 称 xo c E 是 GB 的 临界 
点 ， 如果 
(zo) =Q. 


泛 函 在 临界 点 处 所 取 的 值 ， 就 称 为 临界 值 . 与 临界 点 、 临 界 值 相对 , 我 们 有 正 
则 点 与 正则 值 的 概念 . 

3. 二 阶 微分 . 

wf:U + Y 是 Fréchet ÉI, 则 对 每 一 个 固定 的 z ec U, SA 
f(z) € L(X,Y). Auk, 4a 变化 时 ， 导 算 子 fl 是 从 U Bl L(X,Y) 的 非 线 
PEARS. 进而, 如果 f: U 一 L(X,Y) th Fréchet THM, Wf’ 的 导数 
f"(x) € L(X, L(X,Y)) S L(X, X;Y). 


.8. 变 分 法 与 临界 非 线性 


=. 极 值 问题 

变 分 原理 中 , 最 基本 的 问题 就 是 极 值 问题 和 条 件 极 值 问 题 , 用 条 件 极 值 求 
泛 函 临 界 点 的 方法 通常 称 作 Lagrange 乘 数 法 . 

1. 绝对 极 值 . 

定理 1.7 i& ® Æ Banach Z0) E LATH Z$, OA roce EB 达到 局 
部 极 小 值 的 必要 条 件 是 D (x0) = 0. 

我 们 说 赋 范 空间 E EAS PA 在 zo 处 下 半 弱 连续 , 指 的 是 

(zn — 29) => (B(x0) < liminf (zn)). 

如 果 -更 在 xy 处 下 半 弱 连续 , 则 说 下 在 zo 处 上 半 弱 连续 . WR © TE zo 处 既 
下 半 弱 连续 又 上 半 弱 连续 ， 则 称 更 在 zo 处 弱 连 续 . 

泛 范 更 称 作 是 强制 的 , 如 果 |z| 一 ce 时 , B(x) 一 +00. 

命题 1.8 设 万 是 自 反 Banach 空间 , DA EHGATA. ZAPADE 
强制 ， 下 半 弱 连续 ， 则 存在 roe D, 使 得 (ro) = infrep B(x). 


因此 ,判断 泛 函 是 否 下 半 弱 连续 在 极 值 问题 中 是 十 分 重要 的 . 常用 的 方法 
是 判定 泛 函 的 凸 性 . 我 们 回顾 凸 泛 函 的 定义 . ED ERR OMAN, w 
果 对 于 任意 r, ye DD 及 实数 0<a<1, 有 


f(az+(1—a)y) <af(r)+(1— oa)f(y). 


定理 1.9 Banach Zi) SAE LORS Bi HE ELAM. 


证 明 MEKE [258]. 证 明 过 程 依赖 于 Mazur 定理 (WLR [229] ), 该 
定理 说 , 若 zo 是 Banach 空间 中 序列 x, 的 弱 极 限 ， 则 zo 可 被 该 序列 的 有 限 凸 
组 合 在 强 拓扑 意义 下 无 限 盈 近 . 口 


例 1.1 根据 定理 1.9，Banach 空间 的 范 数 及 半 范 数 是 下 半 弱 连续 的 . 
在 许多 极 值 问题 中 , 我 们 需要 讨论 被 积 函 数 f(x, u, Vu) 所 定义 的 泛 函 


(u) = f f(z,u, Vu)dz, (1.2) 
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其 中 Q CR" 是 有 界 区 域 ，f(zx,w,p) 是 定义 在 x R* x R” 上 的 连续 函数 ， 
IF om $B 在 适当 空间 内 的 下 半 弱 连续 性 与 Morrey 拟 凸 性 密切 相关 (I Morrey 
[150]). 

定义 14 设 f(p) ARE 上 的 连续 实 函 数 ,我 们 说 f(p) 是 拟 西 的 ， 如 果 对 
于 任意 常 向 量 po € R” 及 任意 区 域 D CR” 成 立 


当 k 二 1 E 了 二 阶 连续 可 微 时 ， Morey 拟 凸 性 等 价 于 f(p) KT ph. 当 
> 2 时 ,Morrey 拟 凸 性 条 件 严 格 弱 于 凸 性 条 件 . 

定理 1.10 AQAR PHARE 4 fle, up) 是 定义 在 Ox R* x RM 
上 的 连续 池 数 ,满足 


0< flz,u,p) < Clp? + C1(s>1), 


则 由 (1.2) ÈL k Blu) 在 WIO) 中 下 半 弱 连续 的 充分 必要 条 件 是 
f(z, wp) KF pwd. 


注 记 11 定理 1.10 的 证 明 见 Acerbi-Fusco [12]. f 的 连续 性 条 件 可 减弱 
为 了 是 Caratheodory MAR, Hl f KF zx HW, KF u, p BE. 


2. 条 件 极 值 Lagrange HACE. 


定理 1.11 设 ọọ, V Æ Banach FA FEM DRA WM = 
{1€ E| U(r) =0}. 假定 MZ, HEITES re M ABA V(r) #0. 
# Oly 在 zo € M 达到 局 部 极 小 值 ， 则 存在 实数 和， AA Lagrange 乘 数 ， 使 得 


©’ (x9) = AW’ (xo). 


多 个 约束 条 件 产生 多 个 Lagrange 乘 数 . 例如 在 两 个 约束 条 件 下 , 如 果 在 约 
RE M = {V = 0, Y2 = 0} 的 每 一 点 zx，Wi(7z) 与 wl) 均线 性 无 关 , MO 
在 M 上 的 极 值 点 so 处 有 更 '(zo) = 和 Vi(z0) 十 X2 亚 1(Zo)- 


定理 1.11 及 其 多 个 约束 条 件 下 对 应 定理 的 证 明 见 张 茶 庆 [254] REEE 
[258]， 更 一 般 的 约束 见 陈 文 ( 山 原 ) [219]. 
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四 、 山路 引 理 

经 典 的 变 分 原理 揭示 了 临界 值 与 水 平 集 之 间 的 关系 . KOBE FNM, 
我 们 称 集合 O° = {2 E E| O(z) <a} 为 下 的 一 个 水 平 集 . 

在 整个 传统 的 变 分 理论 中 ， 这样 或 那样 形式 的 紧 性 条 件 起 着 关键 的 作用 . 
最 常用 的 是 

定义 1.5 设 更 ECI( 瑟 ,及 )， 我 们 称 下 满足 Palais-Smale 条 件 ,简称 (PS.) 
条 件 ， 如 果 对 任意 序列 {rn} CE, 


Pn) | 一 {zn} 有 强 收敛 子 列 . 
®'(rp) > 0 

(PS.) 条 件 是 泛 函 的 整体 特性 ,应 用 中 往往 不 能 被 满足 ， 常 用 下 列 局 部 的 
(P.S) FERE. 


定义 1.6 HOECHE,R), RMI O HA (PS). 条 件 ， 如 果 对 任意 序列 
{zn} CE, 
(za) 一 
(En) >e _、 fw} 有 强 收敛 子 列 
D (rn) 一 0 
在 定义 1.5 及 定义 1.6 中 , 满足 花 括 号 左边 条 件 的 序列 ， 分 别 叫 做 更 的 
(PS.) 序 列 及 (PS.)e 序列 . 


定理 1.12 (形变 引 理 ) 0 c CHE, R) 在 区 间 ja, b) 上 满足 P-S.) 条 件 ， 
E ja, b) PREA PHERS, N StS So 的 一 个 强 形变 收缩 核 . 


推论 1.13 在 定理 1.12 的 条 件 下 ，@B? 与 Bb 同 伦 . 


由 此 可 推 知 , Æ B 在 区 间 [a, 直上 满足 E-S) AF, A O° 与 O° 的 伦 型 
不 同 , 则 存在 D 的 临界 点 zo € Pfa, b]. 


由 形变 引 理 极 易 推 出 下 列 山 路 引 理 (mountain pass 
lemma, lemme du col). 见 Ambrosetti-Rabinowitz [22]. 山 
路 引 理 说 的 是 ,由 盆地 中 心 出 发 ， 从 四 周 山峰 中 最 低 处 

n 越过， 必 经 过 一 个 临界 点 〈 见 图 1.1) . 
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定理 1.14 (山路 引 理 ) 设 石 为 Banach 空间 , 0 CHE, R) 满足 (PS.) 条 
件 . 设 U 是 zo 的 一 个 邻 域 .假定 下 满足 下 列 条 件 : 


P(x) <a> inf O(a), (mp1) 


da, € U 1844 B(x) <a. (mp2) 


记 P A E PKA zo 与 2Z1 的 道路 书 的 集合 ， 则 
c= inf max ®(w) (1.3) 
PEF weP 


是 下 的 临界 值 ， 且 c > a 


我 们 看 到 , 不 论 是 山路 引 理 还 是 其 所 依据 的 形变 引 理 , 根本 上 依赖 于 (PS.) 
条 件 . 在 实际 问题 中 , PS) 条 件 常常 遭 到 破坏 ， 甚 至 在 有 限 维 也 不 例外 . 


y 


6) 右 图 展示 了 一 个 一 元 可 微 函数 f(z) 不 满 
Æ (PS.) 条 件 的 例子 . 序列 {2n} 满足 条 件 : f(zxn) 一 
cr 站 (zn) 一 0. 但 {rn} 没有 收敛 子 列 ， 因为 ty, 一 
oo. KFR SE 与 fete 的 伦 型 不 同 , 前 者 连通 , 而 
后 者 却 是 不 连通 的 . 按 Bahri [28] 的 说 法 , {2,} 所 
含 f 的 无 穷 远 临 界 点 OLB 1.2). 图 1.2: QE ASEM HE 


本 书 讨论 的 大 部 分 变 分 问题 都 不 满足 全 局 的 (PS.) 条 件 . 因而 , 分 清 对 哪 
些 c 值 (PS.)je KRL, 对 哪些 c 值 (PS.)。 条 件 不 成 立 ， 至 关 重 要 . 在 具体 问 
题 中 ,在 对 所 论 泛 函 作出 精细 分 析 前 , 往往 难于 判断 ， 实 用 上 ,一 个 不 带 有 
(PS 条件 的 山路 引 理 是 方便 的 . 


定理 1.15 (山路 引 理 ) 假定 除 (PS.) 条 件 外 ， 满足 定理 1.14 的 所 有 条 
件 ， 则 由 (1.3) 所 定义 的 c 是 泛 函 下 的 渐 近 临界 值 ， 即 存在 已 的 序列 {an}, 使 
得 (zn) 一 c，@'(zn) 一 0， 


不 带 (PS.) 条 件 的 山路 引 理 (mountain pass lemma without P.S. condition) 首 
见于 Brezis-Nirenberg [52], 其 证 明 可 见 钟 承 奎 等 [258] 或 Brezis-Nirenberg [53]. 
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第 二 节 HOLDER 空间 与 L? 空间 
—. Hilder 连续 函数 空间 


an) H 
la] ay 十 .十 on =k. Q 上 HR ulr) 的 a 阶 导数 记 为 


alelufz) 
dais) È ar er 


O 上 全 体 大 次 连续 可 微 函 数 按 范 数 | lory 构成 的 赋 范 空间 记 为 C0), 其 中 


lulle 一 2 ok max| Ooul. 
可 以 验证 ， C*(0) 是 Banach 空间 . 


分 析 中 常用 介 于 CO 与 CHO) 的 所 谓 Holder 空间 . 设 0<a<1, 记 


rzAYE Q |z = y|* 


称 为 函数 u 的 指数 为 a 的 Holder BER. 记 


che) = { u € C(O): Haldgu) < oo, |8| = k} ， 
在 上 述 集 合 上 引入 范 数 


lexan) = lellere + max Hoa(Ogu), 


iel 
Wl] C#(Q) 成 为 Banach 空间 ， 称 为 Hblder 空间 ， 
然 , O<k<m0<a<8< 1, FERRA C™ (A) — CHAO). 


根据 Ascoli-Arzela 定理 ( FRL—-KAA RAS RAY BRR), MOA 
界 时 ,这 个 嵌入 还 是 紧 的 . 


按照 贯 例 , 用 CLO) = CrN) = GQ) 表示 在 区 域 Q 上 具有 紧 支 集 的 无 
穷 次 可 微 阔 数 构成 的 空间 . CEO 与 CR(Q) 的 意义 相 类 似 ， 

Co(Q) 表示 在 Q 上 连续 , 在 边界 OO ( 含 无 穷 远 边 界 点 如 果 O 为 无 界 区 域 ) 
上 取 0 值 的 函数 . 开 区 域 Q 上 的 全 体 有 界 连 续 函 数 记 为 ON) EXE LO 范 数 


下 是 一 Banach 空间 . 
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Z., P 空间 


LPRA ECR (n> 1 是 一 开 集 ,p > 1 是 一 实数 . 我 们 用 P(Q) 
表示 所 有 p 次 Lebesgue 可 积 函 数 构成 的 空间 ， 其 范 数 定义 为 


lullo = (f lupaz)”. 


若 不 致 发 生 混 淆 , 通常 简 记 为 |uj. 
L°(OQ) 表示 本 性 有 界 可 测 函 数 的 全 体 ， 其 上 范 数 定义 为 函数 的 本 性 上 确 
Fe, BY 
ulloon 会 inf {M : ju(z)| < M, ae. re Q}. 


LP (Q) 表示 在 开 集 Q 上 pART RARE ER, w © Li. 
4AM4YSERRFRE CQO(ME CCQ), we DPE). 


容易 验证 , “441 <p <ooW, (Q) 是 Banach 空间 . 


(Q) 


2. Holder 不 等 式 ” 一致 凸 性 对偶 空间 . 


1 Rl<p<o, Wp =p/(p—1) < co (p MHk p H Hölder HE% , MI 
成 立 如 下 Hölder 不 等 式 


luvia < ulpa lolly n Vue LP, Vue LP. 


wWl<q<p, 对 于 re€(g,p), 记 0= Mi, 依 Holder FER, RLU 
下 ZL? ARS 


llull < lull? lull, Vue LPL. (1.4) 


2) Kl<p<o, 初等 论证 显示 ，L?(Q) 是 一 致 是 的 , 因而 依 Mitman i 
H, POQ) 是 自 反 的 . 但 LUO) 与 LX(Q) 都 不 是 自 反 的 . 

3) 当 1 <p < ceo 时, 7?(0) 的 赋 范 对 偶 空间 与 ZP (Q 同 构 , BN (L(Y & 
L”), 特别 , (L1(Q))* = L%(0). 

L°(Q) 的 对 偶 空 间 与 51(Q) 不 等 距 同 构 ，Zee(OD) 六 全 ba(Q). ba(Q) # 2 
上 关于 Lebesgue WE iE. SEA AAI A PREY Ae ae PY aM I AT). 
见 附录 A 第 321 GL, 也 见 严 加 安 [251] 或 Yosida [214]. 
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3. 可 分 性 ”光滑 逼近 设 1<p<o0, 则 LP(Q) 是 可 分 的 , 而 CSe(O) 在 
LP(Q) 中 稠密 . 

L©(Q) 是 不 可 分 的 ，Co() 是 LO (Q) 的 真 闭 子 空间 ，Ce( 人 0) A C(A) 都 
不 在 LS (NQ) 中 稠密 ( 见 Adams[13]). 

三 、Brezis-Lieb 引 理 

在 变 分 法 及 数学 分 析 的 许多 领域 , 我 们 往往 需要 了 解 一 个 L? 序列 更 细致 
的 特性 ，Brezis-Lieb 引 理 在 这 方面 为 我 们 提供 了 一 个 极 好 的 工具 . 

本 目 需 要 抽象 积分 理论 , 可 参见 附录 A, 也 可 将 一 般 测度 按 Lebesgue 测度 
来 理解 . 

1. Brezis-Lieb 引 理 . 

设 (Q, 2, u) EWE, {fm} BQ 上 一 罗 可 测 的 函数 列 ， 并 且 LP 
(0 < p < oo) 模 ( 范 数 ) | fmllp “BAF fm > fo WA, 关于 fills 我 们 
有 什么 结论 呢 ? 一 个 最 直接 的 结论 由 Fatou 引 理 给 出 : 


I|fllp < lim inf || fm lly. 


从 而 f € Z2(Q). Brezis-Lieb [51] 发 现 了 一 个 精确 的 等 量 关系 ， 即 
im {fm = [lyn F} = II. (1.5) 


现在 人 们 将 (1.5) 称 作 Brezis-Lieb 引 理 (尽管 原文 中 叫 定理 ). MAF, RIE 
往 用 的 是 它 的 另 -- 种 表达 形式 ， 称 为 Brezis-Lieb 分 解 : 

| fmlls = Nf + fm — FIE + 0G). (1.6) 

5/32 1.16 (Brezis-Lieb 引 理 ) 设 (0,2, un) 是 一 测度 空间 ,， 0O<p<co, & 


列 {fm} C PQ u) HR, fm E5 ,以 及 对 于 所 有 m, |lfmllp <C< co, 
那么 (1.5) 左 端 极限 存在 并 且 成 立 等 起 (1.5). 


HERA Ve > 0, RC > 0 充分 大 , 使 得 


llatobP—la?| < elal? + CoP, Va,beR. (1.7) 
Om = fm- fe 对 所 取 e, > 
十 
Demla) = | [IF + Ol? — IFP ~ Oml?) -elem | ， 
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其 中 [a]+ = max{a, 0}. 我 们 有 Bem(7) “> 0. 由 (1.7) xk, 
IF + Ol ~ LF = lOr? | < | Lf + Onl? = loml?|+ IfP 
< €|Om|? + (1 + Ce) (FP. 


从 而 
Be m(x) < (1 十 Ce)|f |? € L! (Q, y), 


根据 控制 收敛 定理 ， 当 mm 一 co 时 ， 
mo)dn 一 0. 


因 有 
[IF + ml? = IFP = Oml? | < Bem(z) + cloml?, 


Im 全 J | |f + Om|? — FIP — lêm]? Jay < J | Bem (7) + €|Om|? | dp, 
从 而 lim sup Im < (2C)e, $ c 一 0 便 得 结论 . 


注 记 1.2 我 们 应 用 引 理 1.16 的 大 多 情形 , 测度 空间 是 Lebesgue WEE 
或 加 权 Lebesgue 测度 空间 , 即 du = p(x)dz, 其 中 dz 是 Lebesgue WIE, y 
Lebesgue 可 积 函 数 . 

2. LP 序列 的 收敛 性 . 

由 Brezis-Lieb 引 理 立 得 如 下 推论 . 


口 


间 
a, 
Æ 


推论 1.17 p>, {fm} C L?(Q). Æ fm ay P \|fmlle > If llp < ee， 


则 frm > f FELO) 中 . 
注意 推论 1.17 与 Radon-Riesz 定理 的 区 别 . 
在 应 用 Brezis-Lieb 引 理 前 , 常常 用 到 下 列 命题 ( 见 Adams [13] ). 


命题 1.18 设 fin > FFL) P, MA {fin} 的 子 列 使 得 它 几 乎 处 
收敛 于 


在 有 界 区 域 上 ， 儿 乎 处 处 收敛 隐 含 测度 收敛 , 结合 Holder 不 等 式 可 证 


处 
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命题 1.19 ANQARA fn 2 于 只 中, PAE S D> lI fm Æ 
LQ) 中 一 致 有 界 ， 则 对 所 有 pe [1, s) fn > f F LP(Q) 中 . 


注 记 1.3 命题 1.19 MAA Z2(9, dy) 空间 也 是 成 立 的 . 


第 三 节 SOBOLEV M] 


Sobolev 空间 的 核心 内 容 是 Sobolev HATH, RAAA RAGE S.L. 
Sobolev 的 工作 [186, 187] 中 , 后 经 多 个 作者 不 断 完 善 , 其 中 重要 的 有 Gagliardo 
[102], Nirenbrg [156], Morrey [149] 及 Aubin [2] 等 . 全 面 介 绍 Sobolev 空间 理 
论 的 权威 性 著作 是 Adams [13]. 


一 、 整 数 阶 Sobolev 空间 


1. 弱 导数 ， 函数 的 弱 导数 也 称 分 布 导数 ， 是 一 个 全 局 性 概念 , 它 的 出 发 
点 是 分 部 积分 , 也 就 是 散 度 定理 . 现在 回顾 这 一 定理 . 


散 度 定理 ”Green 公式 ， 设 吕 是 具有 C1 边界 的 n> 2 维 有 界 区 域 , 用 > 
表 不 边界 OO 的 单位 外 法 矢 . 则 对 任意 C1(Q) Nn C(Q) 向 量 场 X, AF SI 


散 度 定理 /aivxdz= X.vds. 
P on 


对 于 任意 CONC O) 函数 f, g 分 别 有 下 列 Green 第 一 、 及 第 二 公式 


[ratar f ve. Vade = fo no as, 


_ f_ a 
[ (oar - fanjae = [0g fF t) as 
其 中 dz 及 dS 分 别 表 示 Q R 89 上 的 体积 (面积) 元 素 . 


KM Riemann 流 形 上 也 有 相应 的 散 度 定理 与 Green 公式 ， 见 第 6 章 178 页 . 
详细 可 参见 陈 维 杯 与 李 兴 校 [220] 或 Chaval [74]. 


可 微 的 概念 推广 为 弱 可 微 后 ， 散 度 定 理 对 这 样 的 函数 是 成 立 的 (以 后 会 看 
到 , 对 有 界 变 差 函 数 也 是 成 立 的 ). 


SSM. wp EKR NO CR" 上 的 可 积 函 数 , a 是 多 重 指标 , 如 果 存 在 局 
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部 可 积 函数 小 LLO) 满足 
f updz = (—1) 4 f poqudz, Vue (N), 
2 R 


UF y X oHa NE tev = dap Ry = Dp. MRAM o 的 各 
lal < m 阶 弱 导数 都 存在 ,我们 就 说 它 m 阶 弱 可 微 . 用 W™(Q) 表示 所 有 m 阶 
弱 可 微 函 数组 成 的 线性 空间 . 

HRA u c CHO 时 ，v 必然 弱 可 微 , 它 的 弱 导 数 就 是 通常 的 偏 导数 . 

一 个 函数 是 (一 阶 ) 弱 可 微 的 ， 当 且 仅 当 它 等 价 于 一 个 函数 ,这 个 函数 在 
平行 于 坐标 轴 的 线段 上 绝对 连续 , 且 其 偏 导数 局 部 可 积 . 单 变量 的 弱 可 微 函 数 
必定 是 绝对 连续 函数 . 

i u c WPO), €€ GQ), U Eu e WO), 并 且 成 立 如 下 Lebniz 公式 


Oo (Eu) = aca C8Aq..p€OgU, (1.8) 


其 中 jal =m, c = mem = CR Oo， 而 Ch = TED: 
2. 空间 W™?, 


设 > 1 是 实数 , m > 1 是 整数 ，Q C Rn ERM. Sobolev 空间 W™?(Q) 
定义 为 
W™?(0) ={ueWw™(D): D”u € P(Q) }. 


在 Wm?(Q) 上 引进 范 数 
elle = > vcn leul (1.9) 


则 WP (Q) 在 上 述 范 数 下 构成 Banach 空间 . 

WP) 可 等 价 地 定义 为 C(O) 在 范 数 (1.9) 下 的 完备 化 ( 见 Adams 
[13]). 

3. 空间 W”. 

Wor? (Q) 定义 为 CLO 在 Wwe) FHA. 4O 是 有 界 区 域 
IM, Wo? (Q) 有 一 个 较 简 单 的 等 价 范 数 ( 见 第 20 页 (1.14) Zh). 

通常 W) 与 WO) 并 不 等 同 . R R 时 ， 两 者 一 致 . 


18. RD As RAP AE 


当 = 2, W™P(2) 与 Wy? (O) WE Hilbert 空间 , 也 可 分 别 记 为 五 m(Q) 
K HFN). 

WIP (Q) E WPO) 1< p< oo 时 是 可 分 的 , 当 1 < p < co 时 是 一 到 
MLE, 故 是 自 反 的 . 


=. Sobolev $A Æ 

1. Sobolev PÆ. 在 Sobolev 空间 理论 中 , 最 重要 的 是 Sobolev 不 等 式 . 
设 m,n 是 正 整数 , p> 1 是 实数 . 设 mp <n, MMI Sobolev 不 等 式 

lul e- < KnmplD™ ullp, Vue CO(R"), (1.10) 
其 中 Ka mp 是 只 依赖 于 n, m, p 的 常数 . 

不 等 式 (1.10) 最 初 由 Sobolev [186] (1938) 给 出 , 但 不 包括 p = 1 的 情形 ， 
其 证 明 依 赖 于 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 ( 见 附录 B 中 第 333 页 , 也 见 第 
9 章 的 274 页 ). 

后 来 在 1958 年 Gagliardo [102] 与 Nirenberg [156] 给 出 (1.10) 一 个 非常 初 
等 的 新 让 明 , 其 中 也 包括 p= 1 的 情形 . 基于 分 部 积分 及 Holder FER, 他们 
证 明 (参见 Aubin [5] 或 Gilbarg-Trudinger [106]) 

lel < IL, leli vee ce. (1.11) 


HIT |O;y| < Veb (1.11) 就 意味 着 p = 1, m = 1 时 的 Soboley 不 等 式 . 接着 ， 
令 y = juDa, 其 中 gq = np/(n— p), BAN Holder 不 等 式 便 得 


(Js) sea fon)” (fe) 
上 式 两 边 相 约 , 得 m = 1 时 的 Sobolev 不 等 式 , 递 推 , 得 一 般 Sobolev FR. 


注意 , 将 一 阶 Sobolev 不 等 式 与 P 内 插 不 等 式 (1.4) 结合 , 便 得 到 著名 的 
Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 


lulla < K(n,p,4,7)||Vullp lulls Yu € CP(R"), 


HpPl<p<nr>1,0<6<1, H 
1 1 1 1-90 
=( )e+ . 
q P na r 


Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 是 早 前 Nash 不 等 式 的 推广 ( 见 Nash [153]). 
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2. ÆRA. 

要 叙述 Sobolev HATE, BE 内 部 锥 性 质 的 概念 . 

B B cR” BAER, ro eR” BAR BIA, 那么 所 有 从 co 出 发 ， 穿 过 
HE B 的 射线 所 构成 的 点 集 是 一 个 顶点 在 zo 的 无 限 锥 ， 用 球 心 在 ro 的 另 一 
个 闭 球 去 截 , 便 得 一 个 顶点 在 zo 的 有 限 锥 Pro- 

我 们 说 区 域 Q c R 具有 内 部 锥 性 质 ， 如 果 存 在 一 个 有 限 锥 已 ， 使 得 
Voce, 3 有 限 锥 严 cQ, AP, SPS. 

定理 1.20 (SOBOLEV AEH) 设 QC Rn 为 有 界 或 无 界 区 域 ， 且 具有 
内 部 锥 性 质 ， 则 有 下 列 连 续 误 入 : 

LQ) Yq € fp, ard mp <n, 

wmP(O) => 4 LN) vg E Ip, œ) = mp =n, 

(Q) 车 mp>n. 

如 果 将 W™P(Q) 换 作 WO"™?(Q)， 则 上 述 详 入 对 任意 区 域 均 成 立 . 


注 记 14 4mp<nW, W™?(Q) 可 能 入 到 更 小 的 目标 空间 ，Lorentz 空 
fa) Lama ?(Q), 参见 本 章 第 四 节 的 39 页 及 其 间 所 列 文献 

注 记 1.5 在 极端 情形 , 4 mp =n 时 , WPO) HARRERA LOQ). 在 
Li(p<q<o)5L~ Z, FE WO) 的 更 佳 的 嵌入 目标 空间 : 

D) WRN C R 是 有 界 区 域 , WR mp =n, M WEP) 可 以 嵌入 到 
Orlicz 空间 L? (Q), 其 中 v(t) = exp [t-m] — 1, 这 正 是 Trudinger 不 等 式 所 
表达 的 内 容 , 可 见 本 书 第 183 页 定理 6.6 及 其 间 所 列 文献 . 

2) 当 mp = 二 nn 时 , W™?(R”) > VMO(R”) C BMO(R”), 见 定 理 1.41. 

3. Poincaré REX Wo? 的 等 价 范 数 . 

(1) KQCR" 为 有 限 宽 区 域 , 即 9 位 于 两 个 超 平面 之 间 , 特别 当 人 为 有 
界 区 域 时 , 则 对 于 任意 ve WPO), 1 <p < œ, 有 

llull, < C(n, p, 0) ||Vull, . (1.12) 

(2) RQ CR" 为 有 界 连通 区 域 , 边界 OO 满足 局 部 Lipschitz RFE, 那么 对 

于 任意 we W147?(Q), 1 <p< ,有 
lu — i, < C(n, p, Q) vully, (1.13) 
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Hepa Au ZED EMS, Ba = 商 Sq ude. 


H. Poincaré 起 初 得 到 的 是 n= 3, p = 2 情形 的 不 等 式 (1.13). 不 等 式 (1.12) 
的 早期 形式 (n = 2, 3, p = 2) H V. A. Steklov 及 K. Friedrichs 给 出 . 现在 不 等 
st (1.12) 与 (1.13) 统称 Poincaré 不 等 式 (JL J. Naumann [155]). 它们 的 证 明 见 
Adams [13]， 也 可 参阅 陈 亚 浙 等 [223]. 


HARAK ONO, 由 Poincaré 不 等 式 (1.12)( 有 界 区 域 直接 由 Sobolev 不 等 
式 与 H6lder FEA) 可 得 Wo? (Q) 的 一 个 等 价 范 数 


llullm p = alam ||| p- (1.14) 


4. BRA. 
当 区 域 有 界 时 , 我 们 有 下 列 紧 性 结果 


定理 1.21 (Rellich-Kondrachov) i& 2 c R? AA KR, MA PR BRA 


mp L4(Q) 若 mp<n,g< pe (1.15a) 
Wo , (Q) => MG ab n 
C*(Q) a O<A<m-—F. (1.15) 


注 记 1.6 定理 1.21 的 证 明 也 可 参见 Gilbarg-Trudinger [203]. 定理 中 
CNO) = CAQ), k = [A] 是 和 的 整数 部 分 , a = {A} 是 入 的 分 数 部 分 . 


注 记 1.7 如 果 OMA APE, MRA (1.154) 对 于 WPO) 也 成 立 . 
HRA W™?(Q) — CAQ) 的 成 立 则 需 更 强 的 几何 条 件 ， 比 如 Q 有 具有 强 局 部 
Lipschitz 性 质 ( 见 Adams [13]). 


三 、 齐 次 Sobolev 空间 D™? 

在 无 界 区 域 , THER” E, 往往 须 使 用 齐 次 Sobolev 空间 . Kn >2k 
m> 1 是 整数 , 实数 p > 1 满足 mp <n. 齐 次 Sobolev 空间 Dm?(0) Æ CLN) 
在 范 数 ||D™ ullp 下 的 闭 包 . 根据 Sobolev 不 等 式 , 它 的 范 数 jwljpmpz 有 如 下 等 
价 形式 

Dally» alps + D> Do Ie 


其 中 pj = PP 是 临界 杠 入 WIP o LP) 指标 . 


正如 WO” 了 (R") = W™?(R”) (JL Adams [13]), D™?(R") 可 等 价 地 描述 为 
D™P(R") = {u € LP™(R”): ||[D™ullp < oo}. 
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根据 Calderén-Zygmund 定理 , 当 p > 1 时, 对 所 有 u e DR”) 成 立 估 
计 ( 参 见 苗 长 兴 [236] 习题 6.5-4 或 陈 亚 浙 - 吴 兰 成 [223] 定理 3.6) 


|D’°ullp < Cn,pl| Aully, 
我 们 还 可 得 到 Dm™P(R") 的 另 一 种 等 价 范 数 ， 
llpms = |V™ull, (p> 1). 


此 处 


VATu) mm 为 奇数 . 
显然 当 9 为 有 界 区 域 时 ，DmP(Q) = WPO. 一 般 来 说 WO) 是 


D™?(Q) 的 真子 空间 . 例如 : $ y = (14 lr), RIE Y € DLR”), 
{lb g Wo? (R"). 

DP p> 1 A p=1AC ANKE. 当 p > 1 时 Dm? 是 一 致 凸 的 ， 因 
而 是 自 反 Banach 空间 . D™! 不 再 自 反 . 


四 、 分 数 阶 Sobolev 空间 
1. 空间 W?(Q). 分 数 阶 Sobolev 空间 有 多 种 引入 方法 ,不 同方 法 产生 
或 多 或 少 的 不 同 空间 . 这 里 只 介绍 其 中 一 种 ， 


WO RAN (BART) 区域, s> 0, 1 < p < oo 是 实数 . WPN) 
是 按 下 列 范 数 构成 的 Banach 空间 


D°u(x) 一 Du (WP 
u ull? + > J | dady, 
| lpo = | | P, AQxQ la — y|r+oP y 


lal=m 


其 中 m = [s] 是 s 的 整数 部 分 o = {s} 是 s 的 分 数 部 分 . 可 以 证 明 ,， 当 s 为 
整数 时 , Ws?(Q) 就 是 整数 阶 Sobolev 空间 ( 范 数 等 价 ). WA sı > sy > 0 一 > 
Ws17(0) > W82P(Q). 

p> 1 时 , W%?(Q) 是 一 致 凸 Banach 空间 . p= 2, Ws?(Q) 是 Hilbert 
空间 , WA Hs:(0). 

我 们 也 可 将 分 数 阶 Sobolev 空间 的 概念 推广 到 一 般 的 紧 致 光滑 Riemann 流 
形 (M,g) 上 , 其 中 导数 Dru 要 用 mm 阶 协 变 导数 Vu 替代 , BIA Vule) 一 
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ymu( 胃 中 "u(y) ER r 点 的 张 量 , Hy 点 处 的 张 量 Vuy) 经 由 联结 x, y 
的 测 地 线 平移 而 得 . 

特别 当 0 < s < 1 时， 由 于 不 涉及 导数 , WsP?(2M) + WPO) 的 定义 几乎 
完全 相同 . 


就 本 书 的 应 用 而 言 , 我 们 只 关心 H200) 及 其 性 质 , 其 中 9 Cc R? ER 
有 充分 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 按照 定义 , HYN) OO 上 的 函数 构成 的 具有 
FERC |l- gaye 的 Hilbert 空间 , p € 五 1/2(69) 当 且 仅 当 ( 见 Adams [13] ) 


s T)? 
lole = f Pas [f EOR asar <o. 


2. WRA EE. 
我 们 知道 , 讨论 LO) 中 的 函数 在 边界 OO 上 的 值 是 毫 无 意义 的 . 但 对 于 
HQ) 中 的 函数 w， 可 通过 迹 映射 ， 明 确 给 出 vlan 的 意义 . 
定理 1.22 设 QC 限 2? 是 有 界 光 滑 区 域 ， 则 存在 线性 映射 了 : HHQ) 一 
H1/2(9Q), 称 为 迹 映射 ， 使 得 
(a) GERA TEE) 
Tu = ulag, u EHM NCA), 
Tull s/2(any < Killullaray, ve AQ): 
(O CADRE) 任 给 veE H?N), 存在 we HHO), KH v= Tu H 
lulla < Kallull a12- 


其 中 Ki, Ko 是 常数 此 外 ,Tw = 0 当 且 仅 当 we HEO). 


五 、 有 界 变 差 函数 

有 界 变 差 函 数 特别 是 多 变量 有 界 变 差 函数 在 偏 微分 方程 、 几 何 测度 论 等 领 
域 有 许多 重要 的 应 用 . 

有 界 变 差 函 数 之 所 以 重要 , 其 中 一 个 原因 在 于 wW 或 D™! 空间 不 自 反 ， 
其 中 的 有 界 列 不 具有 弱 列 紧 性 , 在 这 种 情形 ， 有 界 变 差 函 数 空间 BV™ 及 BY™ 
是 - 个 很 好 的 代替 ,其 中 的 有 界 列 有 具有 某 种 更 弱 的 列 紧 性 . 
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1. 有 界 变 差 函数 的 概念 
定义 17 KROAnND>1BRARRAREM f ELL (OQ) 我 们 称 


Vi(Q) ssup{ f fdivødz : 6 € CH(O,R"), Iidllz~ <1} 


ASROAELMSEE. FV;(O) 有 限 ， 则 称 是 Q 上 的 有 界 变 差 函 数 . 若 对 
任意 UCC ORA VU) < oo， 则 称 了 为 Q 上 的 局 部 有 界 变 差 函 数 ， 记 为 
f € BVioe(). 
记 BV(Q) 为 LLOQ) 中 有 界 变 差 函数 构成 的 集合 ， 并 赋予 范 数 
flleviay = Illia + Ve(Q), 


则 BV (Q) 是 Banach 空间 . 


根据 定义 1.7，f € BVN) 隐 含 fe LLO). 此 外 , 如果 fe wHo), 
根据 散 度 定理 
ffawods =— [6-0 fae, 
2 Q 


由 此 可 见 


V0) = sup [C0 viar= f fia. 


H n= 1 Bt, Vj(Q) 给 出 通常 一 元 有 界 变 差 函数 的 全 变 差 ， 


下 列 定理 表明 ,有 界 变 差 函数 的 分 布 导数 是 R" 值 的 符号 Radon WE (X 
于 Radon 测度 见 附 录 A). 


定理 1.23 ik f € BV,-(Q), 则 存在 一 个 QQ 上 的 Radon IÈ u, 及 人 9 上 的 
LTE Sh BH: NOR", lol =1, 满足 


Ca feo Vee CHQ, R”). (1.17) 
此 外 , SFE 上 具有 有 限 变 差 ， 则 测度 /还 是 有 限 的 . 
证 明 Æ CHQ; R”) 上 定义 泛 函 工 如 下 : 


1) =~ | faivoae, Vo € CHN, R”), 
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对 于 给 定 Q 的 有 界 开 子 集 U, HER OE CiU; R”), W 
IL7(9)1 < VEU) lella: (1.18) 


现 将 工 的 定义 扩张 到 Ce(Q;R") 上 . WF E Ce(Q;R")， 取 有 界 开 邻 域 
U > sppt(¢), 取 函 数列 pk E CHUR”), 使 得 在 U 上 一 臻 地 有 r(x) 一 ele). 
定义 L(8) £ lim L(pk). 根据 (1.18), 这 一 极限 存在 , 因此 工 在 C.(9;R") 上 有 
明确 的 定义 , 且 |L(8)| < V(U) lelo- 应 用 Riesz 表示 定理 (定理 B.6 ), 存在 
R” 值 的 符号 Radon WE v = (u, , Jn)， 使 得 


L(¢) = fe dy, VọEChQ; R”). (1.19) 


应 用 Radon-Nikodym 定理 ， 我 们 当然 可 以 将 v BA v =op, 或 者 写 为 微分 的 
形式 dv = odu, HH u Æ Q ER Radon WÈ, o 是 nn 维 向 量 值 u WRR, 
FL |o| = 1. 故 (1.17) 成立 . 


ESE 上 的 变 差 有 界 , 则 由 (1.17) 立 得 ,HA(O) = V) AR. 口 


人 们 常常 将 定理 1.23 中 的 测度 刻写 为 万 川 , 即 | 用 全 必 
Dfm MS [Df] op, 


根据 Radon-Nikodym ©, [Df] 可 分 解 为 

[Df] =[Dfla+[Dfls, [Dfla & L", [Df]s 1 L". 
其 中 Cr" 表示 nn YE Lebesgue WE. [Df] 及 [DF] 分 别称 为 [Df] 的 绝对 连续 部 
分 及 奇异 部 分 . 


此 外 , AH") 表示 (n — 1) 维 Hausdorff 测度 (Hausdorff 测度 的 概念 见 
附录 A 第 322 GL), 则 ( 见 Federer [98]) 


(HHE) =0) = (|Df|(E) = 0). (1.20) 
2. 有 界 变 差 函 数 的 各 种 性 质 . 


ABER. Wig HO 上 两 个 有 界 变 差 函数 ，a, 6 是 两 个 实 常数 ,上 是 
一 CHO) 函数 . 不 难 验证 , af + Bg REf 都 是 有 界 变 差 函数 ， 且 有 


[D(af + B9)] = alD f] + [D9] 
ID(Ef)] = DA + FIDE]. 
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全 变 差 的 下 半 连 续 性 ， 下 列 定理 说 , 全 变 差 Vj(Q) = DIN) 是 下 半 连 
续 的 . 即 有 
定理 1.24 设 f ARRARAS ÁE feo f TL) P N 
Df \(O) < liminf |D fa|(9). 


证 明 A 6 e CHO, R”), o| <1, WE LHO) P fe divo — f divo. 故 


f f div ọdz = iminf / fk div dz < lim inf ID fr|(Q). 
Q 一 co JQ oe 


上 式 左 端 对 o 取 上 确 界 便 得 结论 . 口 
稠密 性 定理 . 接 下 来 是 用 Cee 逼近 有 界 变 差 函数 . 下 文 所 涉 正则 化 算 子 
的 概念 及 性 质 见 附录 C 第 326 页 的 内 容 , 或 Adams [13]. 
定理 1.25 设 fe Ll (9) 是 有 界 变 差 函数 ， 则 存在 序列 fp < Cece,， 使 得 
feof #Lj,(Q) 中， 
ID fk) < IDEKO) PPO > PIO) 


证 明 令 fe = Jex f, EP Je Æ Friedrichs 正则 化 算 子 . 根据 正则 化 算 子 
的 性 质 fe € C(O), HELL (OQ) P, f 一 了 .由 定理 1.24 知 


loc 


IDFR) < lim inf |D fe|(Q), (1.21) 
MEF en 20). HHECIQ,R”), |g <1, 则 
J fesivods = [ex Daivgae 
2 Q 


= f (fee udio) ar) fe 


= [ f(y) div( Je * 6)(y)dy < IDF). 

从 而 对 于 任意 s> 0 有 
IDEIO) < IDEKO). (1.22) 
这 样 ， 定 理由 不 等 式 (1.21) 及 (1.22) BRIE. 口 
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3. RRA BV(Q) 一 L (Q). 
EFF 1.26 KOACR RARER WRAKI] {fp} HBV(Q) 范 数 有 界 ， 
WHE fEBV(Q) 及 有 HFM, 仍 记 为 Je 


frOf 在 L (0) 中. 


证 明 根据 定理 1.25, 我 们 可 选 函 数列 ge € COQ) BV(Q), 使 得 
| 太一 grli g < 1/k, | Zekl o < |Dfx|(Q). 


DAD 的 有 界 性 ， 从 而 || Dgelly oa 的 有 界 性 及 Rellich-Kondrachov ti A EE, 
保证 存在 子 列 {94,}, 使 其 在 LO) PUCK FED fo 从 而 对 应 子 列 fe, 一 了 (在 
Lit), 又 ,由 定理 1.24, |Df|(Q) < liminf |Df,|(Q) < 00, Mf e BV(QD). o 


注 记 1.8 定理 1.26 实际 说 的 是 , 对 于 有 界 区 域 0, BRA BV(Q) 一 LHO) 
是 紧 的 . 


4. 空间 BV™(R”) 5 BV™(R"). 


定义 1.8 我 们 说 了 是 区 域 Q ECR 上 的 m 阶 有 界 变 差 函数 ， 如 果 C 
WEO) E FANA (m—1) 阶 偏 导数 具有 有 穷 的 全 变 差 , 即 对 任意 (m 一 1) 


阶 指标 as 有 Va, ¢(Q) < OO. 


根据 定义 , m HARB RA 了 的 mm 阶 分 布 导数 为 (LD(Do)]) 
WA [Df] 它 的 每 一 个 分 量 是 一 个 符号 Radon WE. 

f 的 所 有 (m — 1) 阶 偏 导数 的 全 变 差 之 和 称 作 f E EK m BBE, 
WA |D” f(Q), 即 


lal=m—-1’ 


ID" FQ) = >, IDDAO. (1.23) 


ja|J=m—-1 
BV™(Q) ER L 有 界 的 m 阶 有 界 变 差 函数 构成 的 赋 范 空间 ， 范 数 为 


IF lave ay = Iila + 1D™ FO). 
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BY" (Q) 表示 m 阶 齐 次 有 界 变 差 函数 空间 ,由 所 有 Ze(9) 中 mm MAREA K 
数 构成 , 其 中 wg= -2 (m <n). BY™(Q) 的 范 数 是 


n-m 


上 lawmeo = lfl a + IP”). 


当中 为 有 界 区域 时 ,By7m(n) = BV™(Q), 否则 两 者 不 等 同 . 
容易 验证 ， BV™T(R") 与 BV™(R”") 都 是 Banach 空间 , 并 且 均 不 自 肥 . 
5. Sobolev 不 等 式 . 
定理 1.27 设 m,n 是正 整数 , BRL <m<n, MA 
S Ifl < IP” Flle Vf E BY™(R"), (1.24) 
亦 称 Sobolev 不 等 式 , HP q=n/(n—m), FHS 只 依赖 于 m, n 
证 明 设 fc = Jex fo Je 是 标准 的 软化 子 , 那么 fe ECOL, WRR 
般 的 Sobolev 不 等 式 , 我 们 有 
Slflls SD" flier = So DDF- (1.25) 


jaj=m—-1 
将 (1.22) PRI S RIE De 六 完全 类 似 , 我 们 有 
|D(D* felh y) < |D(D*F)|(R"). 


代入 (1.25), 注意 全 变 差 的 表达 式 (1.23), 我 们 有 
81 天 | < |D” F(R”). 


Selo 由 正则 化 算 子 的 性 质 , 我 们 有 e => f, 再 据 Fatou 引 理 ， 便 得 定理 
所 需求 证 之 Sobolev 不 等 式 . 口 


6. RAE. 


wWil<m<n, tq=n/(n—m), 根据 有 界 变 差 函 数 的 定义 及 Sobolev 不 
ER (1.24), 对 于 Q =R”, 我 们 有 下 列 风 入 关系 : 


WQ) —> BV™(Q) — M(N) 


| | | 


DHA) — > BVN) 一 一 L4(Q) 
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由 定理 1.26 及 其 注 记 1.8 易 知 下 列 
定理 1.28 设 人 eR" 是 具有 内 部 锥 性 质 的 有 界 区 域 , 则 下 列 诅 入 是 紧 的 


BV™(Q) 4+ W9), 0<j<m, 


BV™(Q) 45 L"(Q), n- (m <n). 


7. 淡 列 紧 性 . 
定理 1.29 Q CR 是 任意 区 域 , BBM {fp} C BVO) 满足 
上 fxllsvm < CAR, MAE f EBVO) 及 fr HFEF (IDA fe), 使 得 
tk — f 在 Li.(Q) 中 ， (1.26) 
D” fe > [Df] E MO) F. (1.27) 


证 明 仅 就 mm = 1 的 情形 给 出 证 明 , 余 类 似 . 取 一 列 有 界 区 域 9; 使 得 
Y C Q41 HUQ; 一 Q. BF Dfl) A lloa AR. 根据 定理 1.26, FF 
在 {fe} 的 子 列 ， 记 为 Chg} UR 上 的 有 界 变 差 函数 fO 使 得 在 LO) 
H, fig > D. 接着 存在 Q 上 的 有 界 变 差 函数 FO RTI {fog} C {fig} 
使 得 fog > fO FLQ) 如 此 等 等 , 我们 有 


fig FO Æ) P, i=1, 2- 


利用 Helly 选择 原理 , FH 方 ; EFA Q; 上 收敛 于 f(x) = lim f(z), 即 (1.26) 
成 立 . 根据 变 差 半 范 数 的 下 半 连 续 性 ( 定理 1.24 )， 立 得 


|Df\(Q) < lim inf |D fx|(Q) < 00. 


最 后 往 证 (1.27) 式 . FE o c CL(O,R"), FF (1.26), Jpdivo > f dive 
E LQ) 中 成 立 . 故 


tim 人 Adivedz= | faiv ode. 
大 一 co JQ JQ 


根据 定理 1.23, [D fk] = uk 及 Df £ u IEE Radon WE, 并 且 根 据 上 式 


tim fo: dm= fo: an, 
天 一 oo Q 2 
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即 jv — py， 此 即 所 求证 . 口 


第 四 节 ”对 称 重 排 LORENTZ 空间 


一 、 函 数 的 对 称 重 排 

函数 的 对 称 重 排 有 多 种 形式 ， 关 于 一 点 对 称 的 叫 Schwartz 对 称 重 排 ， 关 十 
一 个 超 平面 对 称 的 叫 Steiner 对 称 重 排 . 这 里 只 介绍 球面 对 称 重 排 . 

1. 分 布 函数 及 其 积分 . 

EAR 中 的 区 域 , HO 上 几乎 处 处 取 有 限 值 的 可 测 函数 . 定义 了 的 

方 (A) = meas{x E Q: |f(x)] > A}, 

其 中 meas 表示 Lebesgue WE. 注意 , 入 实际 上 是 |j 的 分 布 函数 

f (实际 是 | 有 | ) 的 一 维 单 减 重 排 或 单 减 重 整 (rearrangement) ft 定义 为 


FPE) = inf{X: (NX) < th. 


容易 证 明 f 的 分 布 函 数 fp RARE 具有 以 下 性 质 ( 见 苗 长 兴 
[236]): 


(1) AOS FE Am 右 连 续 ; 
(2) IFE < lo(@)| = Fx) < 90); 
(3) IFI < lg(a) + [Ala] = FAA) < 94/2) + hy(à/2); 


(4) (Chebyshev 不 等 式 ) f(A) < AT P fire j>a FP 


(5) fe L => |Ifllp = lfp: 
(6) (FIA + 1) < FPA) (u). 
51 1.30 设 虽 是 n> 1 维 有 界 或 无 界 区 域 ,， 1 <p<o, W 


Í Ede = Ph meas{ |f| > 和 JN dà = of fa 
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证 明 当 p 二 1 时 , 引 理 1.30 可 看 作 是 男 一 种 形式 的 Fubini 定理 , 此 时 应 
用 通常 Fubini 定理 得 


|f(z)| oo 
[isiae= f f arde= | f Xo, If] (à)dàdz 
Q mnJo aJo 
OO ee 
= Xio. IfI (A azda = | f dzdà 
[ f (0, F(z) (A) o Jir 


= [> meas {If > ajda = 人 ROJAN 
0 0 
当 p > 1 时 用 |fP 取代 上 式 中 的 ||, FESR MEE Be A = pP 可 得 结论 . 0 


2. 函数 的 单 减 球面 对 称 重 排 . 


RECR 是 可 测 集 , 用 E* 表示 中 心 在 原点 ,并且 与 刀具 有 相同 体积 
(测度 ) 的 开 球 , 即 | 豆 *| = |El 如 果 测 度 |E| = co,， 则 规定 E* = R”. 


f (实际 是 |f| ) 的 单 减 球 面 对 称 重 排 J* 定义 为 
f (a) = Pwe), Yee, (1.28) 


其 中 wn 是 n 维 单位 球 的 体积 . 


由 定义 ， 产 显然 是 球面 对 称 的 或 径 向 对 称 的 , 关于 + = |z| 单调 减 , 并 且 
与 具有 相同 的 分 布 函数 , 即 YA > 0， 


meas{ z € Q*: f*(z) > à} = meas{ x EN: |f(x)| > 入 上 


定理 1.31 ( 祖 量 -Cavalieri IB) 设 feLn(W), 其 中 1<p<%m, 则 f*e 
L?(Q*), E 


| ft Pde = f FP dz, (Ca) 
Q* Q 


证 明 由 于 函数 f* 与 f 等 分 布 , 于 是 1 < p < 00 时 应 用 引 理 1.30 便 得 结 
论 . 当 p = co 时, 直接 由 本 性 上 确 界 的 定义 可 获得 结论 . 口 
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.31 . 
定理 1.32 (Hardy-Littlewood 不 等 式 ) 设 1<p<co， 则 


/ P-gpPar< | |f- g} az, f,g€L?, 
Q* R 


/ fg dr > | fg ds, JEL, geL. 
《2* 2 
时 ,我们 有 
[e-f fa 7 
一 9)+ = aaz= f f = (A) dada 
0 s> Jaa ody XPO yA) 


= 2) fla (A dzdX 
f [xo ), F(a) A) dae 


= | meas [{f >A} {g> Na 


证 明 1° AA (HL) 的 证 明 不 失 一 般 性 , 可 假设 f, g 非 负 . p 


I 
= 


所 以 
_ co meas ({f > A} — {g > A}) 
fu al f fe ADNa (1.29) 
因为 我 们 有 下 列 简 单 关 系 
{f > cF = {f* > ch, 130 
BCA => |A-—B|=|A*- B*], (1-30) 


(1.29) 及 (1.30) 便 意味 着 p = 1 情形 的 (HL) 不 等 式 . 
当 p > 1 时 , 我 们 有 


fir-orr= f° fv -oar: 
LIL PP ~ I(r — 0)? Xg, f] (r)xioocl(c)dcdrdz 
~ Il, [ve = 1)(r 0) xg (7) Xjg,o](@)dadadr 


= /|/. P(p — 1)(r — 0o) meas ({f > 7}\ {g > o})dedr. 
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所 以 


- menn) 
— g|? = — 1)(r — o)? dod7. 
[i 9 [foe D ) f mens (tg >T} \ {f > ch 


ost 
HERR (1.30) 式 便 推出 (HL) 不 等 式 ， 
2° 不 等 式 (Hd) 的 证 明 
当 1<p < 时, 由 Ce(Q) 函数 在 L? 中 的 稠密 性 , Bunt fo ft LA 
的 连续 性 , RIR S, g ECLA 的 情形 证 明 不 等 式 (Hd), 但 此 时 f, gE L’, 故 
由 不 等 式 (HL) 及 Cavalieri 原理 推 得 (Hd). 当 p = 1 时 , 用 Cc 函数 逼近 f m g 
不 变 , 类 似 推理 也 成 立 . 口 


注 记 19 ”西方 学 者 称 定 理 1.32 为 Cavalieri 原理 . 其 实 早 在 南北 朝 就 有 祖 
辽 原理 ， 大 意 是 ， 若 二 立体 所 有 等 高 处 的 横 截 面积 相等 ， 则 二 个 立体 的 体积 也 
必然 相等 . 


注 记 1.10 “4p = 2 时 ，(Hd) 正 是 经 典 的 Hardy-Littlewood 不 等 式 (J 
[113])， 此 时 它 与 (HL) 等 价 . 不 等 式 (HL) 表明 ， 从 LO) 到 L) 的 映射 
fro ft 是 非 扩张 映射 , 当 p = 2 时 , 不 等 式 (Hd) 可 几何 地 解释 为 ,L? 中 两 向 
量 的 夹 角 重 排 后 不 会 变 大 ， 


关于 函数 的 Schwartz HREH, 成 立 重要 的 P6lya-Szeg6 不 等 式 . 为 证 之 ， 
需 几 何 测度 论 中 的 等 周 不 等 式 和 余 面 积 公式 . 

3. 等 周 不 等 式 ” 余 面积 公式 . 

ZARRA BERR 中 的 可 测 集 , EEr € RAN 密度 定义 为 


dens(E,z) = lim a. 
p 


其 中 Cn 表示 n HE Lebesgue 测度 . 


如 果 dens(E, £) = 1， 则 可 认为 本 质 上 z 属于 E, 而 若 dens(E,x) = 0, W 
Wit ka 不 属于 EB, FS ZA AR ER 本 性 边界 OE, B 


O*E = {x € R” : 0 < dens(E, x) < 1}. 
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称 O*E 的 (n — 1) 4 Hausdorff 测度 HHE) A E HALF (perimeter). 设 
Q 是 开 集 , ECQHTMWE, WEE OQ 中 的 相对 周 界定 义 为 Ph( 五 ) 全 
HHN E), 这 与 de Giorgi 的 定义 等 价 , 即 Pol EL) FF xe EN ANE 
差 |DxE|(0). 

这 这 些 术 语 下 , 等 周 不 等 式 可 表述 为 (证 明 见 Chavel [75] 及 其 参考 文献 ) 


定理 1.33 (等 周 不 等 式 ) 设 马 是 n >2 维 欧 氏 空间 中 的 有 界 可 测 集 ， 且 
具有 有 限 周 界 ， 则 S 


Sn [|L (E)| = < HHO E), 


等 号 成 立 当 上 且 仅 当 EA n BRK 这 里 Sn = n| iwn] 7”， 称 为 等 周 常数 . 


余 面 积 公 式 ” 余 面积 公式 (coarea formula) 在 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 ,， 它 
的 一 个 形式 可 以 这 样 表述 : 

引 理 1.34 (Federer 余 面 积 公 式 ) ROR (n>2) PHAK uk 上 
的 Lipchitz Ak, f Æ Q EAE A TAR BR, N 


[tonua f (f fjar (a) ) dt, (1.31) 


其 中 E,= {x EQ: |u(z)| = tp mH"! MAA (n 一 1) 维 Hausdorff 测度 . 


公式 (1.31) 属于 Federer [97] (1959), 并 从 此 称 作 余 面积 公式 . (1.31) 隐 合 ， 
企 所 给 条 件 下 ,几乎 对 所 有 te 民 , 水 平 集 {u=t} AAA. 


证 明 严格 证 明 见 Federer [98], 在 久光 滑 的 情形 也 可 见 Maz'ya [144]. 


这 里 我 们 作 一 些 帮助 领会 余 面 积 公式 的 说 明 . 
WA u 的 性 质 足够 好 ， 以 至 于 所 有 水 平 集 Jul = t 
都 是 (mn — 1) HE C1 流 形 (Sard 引 理 表明 几乎 所 有 
水 平 集 都 是 C1 流 形 ), 其 面积 元 ds = dH"™ 1. id 
速 降 线 (一 定 垂 直 于 水 平 集 ) 的 弧 长 元 为 dv， 则 
\Vuldv = dt, 体积 元 可 写 为 

dz = dH”! dp, 


图 1.3: 水 平 线 与 速 降 线 


于 是 
f\Vuldx = faH™!dt, 
两 边 积分 , 我 们 便 在 形式 上 获得 了 余 面 积 公式 . 口 
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注 记 1.11 Federer [98] 指出 ，(1.31) FRM u € WHP (p > 1) WRI, 
须 对 u 附加 条 件 : 


1 
mo) = Ae |Brl ho “(Vey 


对 任意 右 端 极限 存在 的 ze 9 成立. 也 就 是 说 , u 是 它 所 在 L 等 价 类 中 的 精 
确 代表 (precise representative). 注意 ,由 Lebesgue 微分 定理 ,任意 一 个 可 积 函 
数 总 可 以 适当 改变 其 在 某 个 Cn 零 测 集 上 的 定义 , 使 其 成 为 所 在 Lt 等 价 类 的 
精确 代表 . 应 用 中 , 我 们 总 可 如 此 假设 . 


应 用 中 常常 需要 BY 函数 形式 的 余 面积 公式 . 下 列 引 理 属于 Fleming- 
Rishel [100] (1960). 


引 理 1.35 (Fleming-Rishel 余 面 积 公 式 ) HACR AAR, 了 是 上 的 
非 负 Borel 函数 , u € BY(Q), MAÈ 


f tap = f (/ fan) dt. 
Q 0 ONA* {lul >t} 


注 记 1.12 引 理 中 Dw 是 u 的 分 布 导数 ,， 它 是 R” 值 的 符号 Radon 测度 ， 
“ue WHIO) 时 ，dlDul = |Vuldz. 


2721.13 BAHARA, LARTA KA u 可 以 等 价 地 描述 为 


|Dul(Q) = i H(A" {|ul > th) dt < co. 


4. Pélya-Szegis FER. 


P6lya-Szeg5 不 等 式 是 对 称 重 排 理论 的 重要 结论 , 一 般 采 用 余 面 积 公 式 结 
合 等 周 不 等 式 的 路 线 证 明 . 一 个 相对 初等 的 证 明 , 可 用 极 化 (polarization) 的 方 
法 完成 , 但 需要 较 多 的 铺垫 ( 见 [57], [175] ). 


定理 1.36 (P6lya-Szeg6 TER) 设 1<p<oo, NÆR 中 的 区 域 . 则 对 
1£E u c D1P(Q), 其 Schwarz 对 称 重 排 u* € D1P(Q*)， 并 且 成 立 


f verar < | |\Vul?dz. (PS) 
Q* Q 


第 1 章 变 分 原理 及 基本 BANACH 空间 . 35 . 


证 阴 当 p 二 1 时 , 可 以 证 明 , u* 弱 可 微 . 在 Fleming-Rishel 余 面 积 公式 中 
取 f = 1, RNA 


f |vulduz= f Polti > t})dt 
Q 0 


因 在 边界 99 上 w = 0, BATA Pollul > t}) = Pe ({lu] > t} 由 等 周 不 等 
式 得 
H”! (6* {lul >t})> HH"! (d{u* > th), 


对 函数 u* 应 用 Fleming-Rishel 余 面 积 公 式 便 得 结论 . TER, WR u ATE 09 上 
取 零 值 的 BV 函数 ， 则 以 上 推理 过 程 表明 | Du*|(Q*) < |Dul(Q). 

当 > 1 时, 我 们 先 对 we DQ) 建立 POlya-Szeg6 REX, ABE, u* 
在 Q 上 弱 可 微 . $ := {xX EQ:t<|ul<ti+dt}, 在 Federer 余 面积 公式 中 
取 f= xg,|Yul-!', 再 令 dt 一 0+， 易 知 


dL” ({lu] > t}) _ f ds 
{ 


dt juļj=0} [Vu] 
de"(fw > t}) _ J ds 
dt {u*=o} |Vu*] f 
因为 LC?({lu| > t}) = L"({w* > t} 由 上 式 知 
ds ds 
一 一 二 ——. 1.32 
fan |Vul i |Vu*] Á ) 


根据 Sard 引 理 ， 上 式 中 各 积分 对 几乎 所 有 o 有 意义 . 记 9 = (p-1)/p H 
Holder 不 等 式 得 (下文 |4| 表示 和 集合 4 的 面积 ) 


ds \? 1 
I }| ~ wt < (S wal) = ul? as) (1:33) 
在 球面 {u =o} E, |Vu*| 是 常数 ， 故 


ds 0 A 1—8 
* o — *|p— 
|{u = o}| = Ca sa) C= |\Vu*| as) (1.34) 


再 次 注意 到 {u* > t} 是 球体 , 根据 等 周 不 等 式 (同体 积 的 区 域 中 球体 的 表面 积 
最 小 ), BATA {u = o}| > Hu* =o}. 由 (1.32), (1.33) 及 (1.34) 便 得 到 


J |YurjP-lds < / Vul? lds. (1.35) 
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先后 在 Q 及 Q* 上 应 用 余 面 积 公式 , 分 别 取 fA Vupi Vue, 结合 
(1.35) 便 可 推 得 
| |Vu* Pdz < f |VuļPaz. (1.36) 
OQ Q 


Mit u € DIP, 取 一 列 up € DO), HA up > 4 在 Di?(0) 中 , 根据 Hardy- 
Littlewood 不 等 式 、(1.36) 及 Dl?(Q*) 的 自 反 性 , 存在 一 子 列 uj 使 得 us 一 u 
在 Dlz(Q*) 中 , 于 是 
|Vu" |p, o < lim || Ve} lp, 2 
< lim ||Vujllp.o = ||Vullp,2 
其 中 第 一 个 不 等 式 的 依据 是 定理 1.3, 第 二 个 不 等 式 的 依据 是 光滑 函数 情形 的 
Pélya-Szegs 不 等 式 . 定理 1.36 WER. 


注 记 1.14 FA, BU ur w* 是 从 LR”) 到 自身 的 连续 映射 , 但 这 
一 结论 对 WEIR") 当 n > 2 时 是 不 成 立 的 ( 见 Almgren-Lieb [19, 20]). 


在 许多 变 分 问题 中 , 我们 特别 关心 P6lya-Szeg6 不 等 式 成 立 等 与 的 情形 ， 
我 们 有 

定理 1.37 Hue D0), 1<p<co, 且 0<u<M. Kuma ew 
xt HR EHE u* 使 得 P6lya-Szeg6 不 等 式 成 立 等 号 .如 果 


£"({\Vut| = 0} {0 < u* < M}) =0, 
那么 0 = 9* (至 多 相差 一 个 平移 ) Hu = ur. 


WERA 见 Brothers-Ziemer [58], EEX BV 函数 的 推广 见 Cianchi-Fusco 
[77]. o 


作为 定理 1.36 的 一 个 应 用 , 我 们 给 出 Laplace 算 子 在 Dirichlet 边 值 条 件 下 
第 一 特征 值 的 下 界 估计 . 


定理 1.38 (Faber-Krahn ÆI) RO XR” PARRA, iW A(N) 为 特征 
值 问题 
Af=AMf, rEN, f=0,7€00 


的 第 一 特征 值 , 则 A(N) > Xi(BR) 这 里 BR 是 与 Q 具 等 体积 的 球体 . 
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证 明 定理 (1.38) 是 历史 上 叫 Rayleigh 猜想 , 后 由 Faber 与 Krahn 证 明 . 我 
O Jo [Vu]? 
aO S ino flue” 
上 式 中 的 极 小 可 被 属于 特征 值 A (O) 的 特征 函数 f 达到 . Bike f >0. 记 产 为 
fE Br 内 的 球面 单 减 对 称 重 排 , 则 J*(R) = 0. 根据 定理 1.36 有 
2 *|2 
_ Jol VSI > Jog VFI > Ai(Br). 


们 知道 ， 


ALQ 
"0 I 二 an > 
这 样 便 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
5. 比较 定理 . 
EE Schwarz 对 称 化 ,可 建立 二 阶 椭圆 方程 解 的 精细 ( sharp ) 估计 . ww Q 
ER 中 的 有 界 区 域 , 我 们 来 考虑 下 列 边 值 问题 : 
(1.37) 


—Au=f 在 0 中 ，ue AAO). 

与 此 同时 , 我 们 考察 (1.37) 的 对 称 化 问题 : 
—Av=f* 在 9* 中 ， (1.38) 

其 中 Q* 是 球 心 在 原点 且 与 O 具 等 体积 的 球 ，f* 为 f 的 球面 单 减 对 称 重 排 . 


关于 问题 (1.37) 及 (1.38) 的 解 ， 我 们 有 下 列 经 典 结 论 ( 见 Talenti 
及 其 参考 文献 ) 


v € HÈ"). 


[199], Alvino-Lions-Trombetti [18] 
命题 1.39 iu v 分别 是 问题 (1.37) Æ (1.38) 的 解 ， 则 


wr) <v) YreQ*, 


即 对 称 化 问题 的 解 优 于 原 问题 解 的 对 称 化 , 其 中 w* È u th Schwarz 对 称 重 排 


二 、Lorentz 空间 


Lorentz 空间 L49) 是 通常 L? 空间 的 扩展 ， 属 于 调和 分 析 的 主要 工作 空 
ja). 上 世纪 80 年 代 以 来 ， 人 们 发 现 了 Sobolev 空间 到 Lorentz 2° IE AY HRA E 
理 ，Lorentz 空间 更 加 活跃 在 分 析 的 其 他 领域 . 
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1. Lorentz 空间 Z22(9). 
现 给 出 Lorentz 空间 Zze(P) 的 定义 及 其 初等 性 质 , 详细 请 见 苗 [236]. 
OCR" 是 可 测 集 , 1<p, q<% f 是 Q 上 的 可 测 函数 ， 定 义 拟 范 数 


fas (fo [t> org” , (1.39) 


这 里 AO 及 ORR 三 的 分 布 函数 及 一 维 单 减 重 排 . 当 9 = co 时 , 则 定义 
[flpo 全 sup 丰 Pi(b) 三 supA[ 有 CN]P， (1.40) 
t>0 入 >0 


而 且 [f]p,00 = im l]a: 最 后 , 规定 [flo = pita. [flp.o = ||fllz~- 


Lorentz 空间 LQ) 定义 为 上 拟 范 数 [fjp,g 有 界 的 全 体 可 测 函 数 构 成 
的 线性 空间 . WR LPO) = PO), E [flpp = flpo 

LP-°(Q), MPRA SS LP 空间 或 Marcinkiewicz 空间 ， 记 为 AO) 它 的 拟 
范 数 常 简 记 为 [flp fe L% 的 特征 , 更 明白 地 可 表 为 


meas{|f| > A} < A?/X, 
而 [f]p = inf A. 

可 以 证 明 , 在 拟 范 数 [lpg To LPO) 是 完备 的 拓扑 线性 空间 . 

当 1 < gq <p 时 , [-|pq 是 范 数 . 

当 g > pits [Jpg 不 满足 三 角形 不 等 式 , 故 只 是 拟 范 数 而 不 是 范 数 . 


fEl<p<q< wok PHA, LPN) 是 可 赋 范 的 ， 并 且 可 找到 与 [.]p,o 
等 价 的 范 数 -|p,g; 例如 ,可 取 


Ifllpg = (| org) k ， 


其 中 A = i fi ftlds, ENA Ritt 


(Pi lflpa < floa < P'lfloa YF ET. 


在 1 二 p<g<o 这 个 范围 , 不 存在 与 拟 范 数 [.]p,a 等 价 的 范 数 . 
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根据 定义 , Lorentz 空间 L9) AA FRAKA: 
1) EN IERTE, 1<p< co 1<o <q < M 
LPA(Q) 一 LPU (Q) => LP (N) 一 LPO (0); 
2) 设 1< pı < pz < œ, 1 <q, q2 < œ, |Q| < œ M 
LP292(Q)) ey [P11 (Q). 
2. Hölder 型 不 等 式 . 
对 于 Lorentz 空间 , 成 立 Holder 型 不 等 式 . Hf e LPO), g € LPT (Q) 
(1<p<%œ, 1<q< 00, p Ep HM), 则 1g E LQ) = (Q), E. 
| fglli < [Lo [gjw (1.41) 
确实 , 根据 Hardy-Littiewood 不 等 式 (定理 1.32), 我 们 有 
[irose | Pored- f Poroa 


然后 应 用 普通 Holder 不 等 式 , 结合 Lorentz 拟 范 数 的 定义 ， 便 可 得 到 (1.41). 
不 等 式 (1.41) 表明 , LPN) S LP (Q). 


3. 到 Lorentz 空间 的 Sobolev fA. 
Sobolev 空间 到 Lorentz 空间 的 嵌入 问题 可 追溯 到 Alvino [? ] (1977) 
及 Brezis-Waigner [56] (1980)， 随 后 有 许多 文献 研究 这 一 问题 (AL Alvino- 
Trombetti-Lions [18], Peetre [166],Strichartz [184], Faris [96], Fournier [101])). 
OCR” EKR, 实数 1 <p<n. 我 们 知道 , 对 于 任意 fe DPQ), 成 
XE. Sobolev 不 等 式 
Ha < CIV flip 


寺 式 左 端 可 被 较 强 的 Lorentz RRR, BH 

四 ea < CrpllV flip; (1.42) 
Crp 是 只 依赖 于 空间 维 数 n 和 指数 p 的 常数 . AA p< r= a? 上 式 说 
BY, DLP 可 以 嵌入 到 比 L 较 小 的 目标 空间 LP. 


根据 Alvino-Trombetti-Lions [17]，(1.42) 的 证 明 可 以 这 样 来 完成 ， 首 先 我 
WE [Flp = (f* lp» MARTE Pélya-Szegs TER, AARON = Q ,一 必 证 明 
(1.42)， 简 单 论 证 表明 ,此 时 它 等 价 于 Hardy 不 等 式 (10.69) (FLA 295 页 ). 
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其 次 , 设 1<p<m,1<q<oco, 引进 Lorentz-Soboley 空间 L?7W'(Q), € 
是 9(9) EMEX [|V fpa 下 的 完备 化 . BA, 我 们 有 连续 嵌入 PIWO) 一 
Lre/(—P).9(0), 准确 地 说 ， 对 于 任意 fe LIW), 有 如 下 不 等 式 


[fl ae <CnmallVfllna (1.43) 

(1.43) 的 证 明 要 复杂 很 多 ,可见 Alvino-Trombetti-Lions [17], Faris [96] 及 
Fournier [101]. 由 (1.42) 及 (1.43) Z4, 当 mp <n 时 , 我 们 有 

[f] 22 p <CrpllD"Fl\lp, Y f € D™?P(Q). (1.44) 


HHT p< np/(n — mp), (1.44) 确实 是 通常 Sobolev 不 等 式 的 改进 . 


第 五 节 ”BMO 空间 与 Harpy 空间 


—. BMO 5 VMO 空间 


BMO 空间 是 1960 4 44 F John F L. Nirenberg [128] 引进 的 , 在 偏 微 分 方 

程 、 调 和 分 析 等 相关 领域 有 很 多 应 用 . 这 里 我 们 只 给 出 其 概念 和 重要 性 质 ， 

详细 论证 可 参考 韩 永生 [234] 及 菌 长 兴 [236]. BMO(R") 有 一 个 重要 的 闭 子 

空间 ， 系 由 Sarason [174] 引进 的 VMO(R")， 即 消逝 平均 振幅 (vanishing mean 
oscillation ) 函数 空间 . 


1. BMOCR”). 
H fe LLR”) JER 上 的 极 大 平均 振幅 定义 为 
1 n 
lf llamo := SUP By f, lf(y) - fe|dy, 
其 中 |B| 表示 球 域 B 的 体积 , 而 fp 为 函数 f EB 上 的 平均 值 ， 即 


1 
fp = ig |, feu 


上 有 具有 有 界 平 均 振 幅 (bounded mean oscillation ) 的 函数 ， 简 称 BMO 函数 ,构成 
BMO(R”) 空间 : 


BMO(R") = {f € Lio(R") : ||fllemo < oo}, 
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将 pp. 相差 一 个 常数 的 BMO 函数 看 作 同 一 个 元 素 , 那么, FEVER || lsmo 
下 ,BMO(R") 为 一 Banach 空间 . 


应 用 中 , 引进 BMO, 范 数 有 其 灵活 的 一 面 . fllsmo。 EXX |f- fal? 
B 上 均值 的 g 次 方 根 的 上 确 界 . 可 以 证 明 , “4q > 1 时， BMO, 范 数 与 BMO 
范 数 等 价 ( 见 苗 长 兴 [236] ). 

我 们 有 连续 嵌入 Zee(R") 一 BMO(R"). 下 面 的 例子 说 明 ，L%(R") 是 
BMO(R") 的 真子 空间 . 事实 上 ， 直接 验证 可 知 log|z| € BMO(R")， 但 显然 
log |z| g L°°(IR™). 


BMO 空间 的 特征 可 用 John-Nirenberg 不 等 式 ( 见 John-Nirenberg [128] ) 来 
刻 划 , HB CR" ARK, fe Li. id 


us Bla) = meas{z € B: |f(x) — fz| > a}. 
我 们 有 
定理 1.40 (John-Nirenberg RY) 若 存 在 常数 C 和 5b 使 得 对 于 任意 的 球 
体 电 及 任意 a>0 有 


us Bla) < C|Ble™, 


那么 fe BMO(R"); 反之 , # f € BMO(R"), 则 存在 仅 依赖 于 n 的 常数 C 和 
b 使 得 对 于 任意 的 球体 BREE a > 0 成 立 


us Bla) < C|B| exp(—ba/||f|lBmo)- 


2. VMO(R”). 
按 定义 ，f e VMO(R”), WR f € BMO(R”) H 


dy= 
lim sup BT f, fw) ~ farldy 


BMO(R”) 及 YMO(R") 的 重要 性 , 除了 后 面 所 述 Fefferman 对 偶 定 理 ， 就 
是 下 面 的 Sobolev BRA I (JL Brezis-Nirenberg [54], Gautam [103] ). 


定理 1.41 我 们 有 连续 说 入 W)"(R") 一 VMO(R"). 
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证 明 设 fe Wi"7(R"), 设 BCR 为 一 球 域 , 根据 Poincaré 不 等 式 得 


1 a 1/n n 1/n 
j, -tlase (five az) <o(f vazj . 


这 里 常数 C 不 依赖 于 B, 这 是 因为 上 述 不 等 式 具 有 平移 不 变性 与 伸缩 不 变性 . 
比如 , 将 问题 移 移 植 到 单位 球 B1(0) E. 定理 由 此 获 证 . 口 


注 记 1.15 定理 1.41 给 出 了 Sobolev 空间 全 sz( 了 ") (s > 1, p> 1) ER 
端 情形 sp = n 的 一 个 嵌入 : WPR?) => VMO(R”), 这 是 因为 此 时 我 们 有 峰 
入 WP(R”) > Win(R"). 


=. Hardy 空间 H! 


SE Hardy 空间 H?(R") (p > 0) 由 了 ”上 满足 一 定 条 件 的 缓 增 广 义 函 数 构 
成 . 如 果 p > 1, WH 与 Z2 等 同 ; H 是 L1 的 真子 集 ; WMRO<p<1, WH 
包含 非 函数 的 广义 函数 . 

1993 年 ，Coifman-Lions-Meyer-Semmes [79] 发 现 了 一 个 简单 而 不 同 寻常 
的 事实 : 函数 u e WE" (IR: R”) 的 Jocobi 矩阵 det (Vu) 属于 XH1, 参见 153 页 
引 理 5.26. 更 一 般 的 结论 是 : 如 果 向 量 函 数 B € LR”; R”) (1 <p < co) 及 
E € LP (RRO 在 分 布 的 意义 下 满足 rotB = divE = 0, MAE E-B € Xl1. 

自 文献 [79] 发 表 ，Hardy 空间 H! 在 偏 微分 方程 领域 有 了 更 广泛 的 应 用 ， 
参见 153 K H 方 程 解 的 正则 化 及 其 间 所 列 文献 , 本 书 只 用 到 H, 我们 给 出 Ti 
二 种 等 价 的 刻 划 ， 


1. 极 大 函数 刻 划 . 
我 们 需要 Schwartz 速 降 函数 空间 S(R”) 的 概念 . 它 由 满足 如 下 性 质 的 所 
有 光滑 函数 构成 : lim |x|*|D™¢d(x)| = 0. 


lz| 一 oo 
设 o Schwartz 速 降 函 数 空 间 SCR") 中 的 函数 , 对 于 上 > 0, 定义 
pelz) =t “O(a/t), ZE 了 


i f E LR”), 分 别 定义 fRT OW BORK BK mf 及 非 切 向 极 大 函数 
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Mof 如 下 : 
(mgf)(z) = sup lf * (2), 


(Mef)(z)= sup |f * p(y)|. 


jy—2|<t<oo 

Fefferman-Stein [99] 证 明 , 对 于 f € LIR”), 下 列 三 条 件 等 价 : 

I 对 于 某 个 ge S(R"), H /8 关 0, Mae mef E LR”), 

2) 对 于 某 个 $e S(R"), H [8 关 0, R Maf € LR”); 

3) 对 于 所 有 de S(R"), 成立 Myf € L1(R"), 而 且 对 于 S(R”) 的 一 个 适 
当 的 有 界 集 , 一 致 地 有 Myf € LR"). 

Hardy 空间 XH1(R") 就 定义 为 满足 上 述 条 件 的 函数 f E LR) 的 集 
E. HER”) 赋予 范 数 |g fll 或 CENH (Mfl 后 , 成 为 Banach 空间 . 

可 以 证 明 , H! 是 L 的 真子 集 . 

2. 原子 刻 划 . 

H 可 用 所 谓 AO 原子 来 刻 划 . 可 测 函 数 a 叫做 一 个 MI 原子 , 如 果 

(i) sppta C B,(x9), H. sup, |a(r)| < r7”; 

Gi) 积分 fa(x)da =0. 

原子 分 解 定理 表明 ，f EH 的 充分 必要 条 件 是 了 能够 〈 在 几乎 处 处 的 意 
义 下 ) 分 解 为 : 

/= crak on Æ H RTE 》 lel < o. (1.45) 

这 时 ， 可 赋 H! 以 等 价 范 数 : 


Ifa = inf $ > lekl : 对 也 所 有 可 能 的 原子 分 解 (1.45)} 


由 原子 分 解 定理 可 见 : f EHR”) 一 > | ye)daz= 


3. 用 Riesz 变换 刻 划 . 
Hardy 空间 KH1(R") 也 可 用 Riesz 变换 来 刻 划 . 第 j (<j <n) 4 Riesz 变 
换 R; 的 定义 是 


R; f(x) = pv.K;* f(z), 而 Kj;= Cn 


"la ae 
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这 里 Cn = n FT24), pv. 表示 积分 取 主 值 , Riesz 变换 也 可 形式 地 表示 为 


2 


Rj = ðA), 
其 中 (~A) (0 <a < n) Æ Riesz 位 势 ， 即 


_ 1 fly)dy 
yla) J ja — ype 


在 这 些 记号 下 , 我 们 给 出 H 的 另 一 种 刻 划 : 


(~A)? f(a) 


H={feLl': RfeEL', 1<j <n}, 


定理 1.42 (Stein-Weiss [191]) Riesz 变换 是 映 TtL 到 自身 的 有 界线 性 算 子 . 


定理 1.42 的 结论 对 于 HP (0 < p < 1) 也 成 立 ，Lee [130] 给 出 4 种 不 同 的 
WEW. 最 后 , 我 们 给 出 著名 的 Fefferman 定理 ,其 证 明 可 见 Fefferman [99]， 陆 
PIR [235], 昔 永 生 [234]. 


定理 1.43 ( Fefferman 对 偶 定 理 ) 我 们 有 如 下 对 偶 关 系 


(H1(IR”))* = BMO(R”); (VMO(R"))* = H!(R"). 


© 
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第 二 章 ，BREZIS-NIRENBERG 模型 


数学 物理 中 有 一 类 现象 ， 刻画 这 类 现象 的 偏 微分 方程 所 对 应 的 变 分 泛 函 不 
满足 全 局 紧 性 条 件 , 或 者 说 处 在 紧 性 条 件 的 边缘 , 这样， 经 典 的 变 分 法 便 不 能 
用 于 解决 这 些 问 题 . 几何 中 著名 的 Yamabe HÆ, Plateau 问题 ， 极 小 曲面 的 漫 
AMR, 古典 的 等 周 问题 以 及 量子 场 论 中 著名 的 Yang-Mills 方程 非 极 小 解 的 存 
在 性 问题 , 都 属于 这 一 类 . 其 中 最 著名 的 就 是 Yamabe 问题 ， 


Brezis-Nirenberg [52] (1983) 研究 了 欧 氏 区 域 上 一 个 与 Yamabe 方程 极其 类 
似 的 模型 , 是 从 分 析 上 认识 这 类 问题 的 经 典 之 作 . 
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一 、 几 何 背 景 

1960 年 ，Yamabe 为 了 解决 三 维 Poincaré 猜想 (已 由 G. Perelman 证 明 , 见 
Yau [213]), 在 文献 [212] 中 提出 一 个 命题 ; 

设 (M,9) 是 一 n > 3 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 ， 则 存在 一 个 与 9 HUF 

价 * (conformal equivalent) ES J, 使 得 (M, 9) 的 标量 曲率 是 一 常数 ， 
一 命题 (后 来 称 之 为 Yamabe 猜想 ) 等 价 于 下 列 Yamabe 方程 正解 的 存在 性 : 
— Au + Su = ulte- (Yamabe) 

其 中 A 是 Beltrami-Laplace 算 子 ( 见 第 175 页 )，-A + S 是 共 形 Laplace 算 了 
( 见 第 180 页 ), 5 是 实 常数 . 


Yamabe 声称 这 一 问题 已 经 解决 , 但 八 年 后 Triidinger [202] (1968) 发 现 其 
证 明 有 严重 错误 . 除了 其 中 一 种 简单 情形 ,Triidinger 未 能 更 正 其 错误 . 
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Yamabe 问题 实质 性 的 进展 要 再 过 八 年 ，Th. Aubin [3] (1976) 通过 巧妙 构 
造 试验 函数 , Bn > 6 且 (M,9) 不 处 处 局 部 共 形 平坦 的 情形 , 解决 了 Yamabe 
问题 . 籍 此 , 流 形 上 的 分 析 得 到 新 的 发 展 . 

Th. Aubin [3] 的 工作 后 又 八 年 (很 凑巧 )，R. Schoen [176] (1984), 运用 广义 
下 质量 定理 ,最终 证 明了 其 余 情 形 的 Yamabe 问题 . 

为 了 从 分 析 上 让 读者 认识 Yamabe 问题 以 及 本 章 开头 提 到 的 同类 问 
fl, Brezis-Nirenberg [52] (1983) 研究 了 有 界 欧 氏 区 域 上 一 个 模型 化 问题 : 设 9 
是 n> 3 维 欧 氏 空 间 中 的 有 界 区 域 , 求 一 个 函数 ve CPR(Q)N C(Q), 使 得 


—Au = -十 Xu， EQ, 
u > 0, 在 QB, (2.1) 
u = 0, 在 AQ 上 ， 
其 中 N = 2n/(n 一 2) 是 临界 Sobolev KAJEN, A 是 一 实 常数 . 
问题 (2.1) 是 变 分 的 , 它 的 解 对 应 HEO) 上 下 列 泛 函 的 非 负 临界 点 : 


&(u) = 5 / (vr — Au?) — wf lel”. (2.2) 


我 们 将 用 另 一 种 方法 ,， 即 通过 条 件 极 值 来 讨论 . 引进 Yamabe 商 


Vul — Allel 


lulli 


考虑 QO, u) 在 Hg (Q) 上 的 下 确 界 , 即 讨论 条 件 极 值 问题 


Qalu) = u € H3(Q). (2.3) 


Sa = inf{ Qalu): u € HG(O), |lully = 1}, (2.4) 
Eru c AY (Q) 是 上 述 问 题 的 极 值 函 数 (T u > 0 否则 用 |w| 取代 ), WW a EAL 


— Au — \u = Syu! 


WR SA > 0, WEIR Lagrange 乘 数 SA (MA v = pu, p = sr ) BA v 便 是 
问题 (2.1) 的 一 个 弱 解 . 


二 、 紧 性 的 丧失 “Pohozaev 障碍 
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1. 紧 性 的 丧失 . 


解决 问题 (2.1)， 最 大 困难 来 自 指标 N = 站， 因为 它 恰 好 对 应 临界 
Sobolev A HI(Q) > LN(Q), 这 个 嵌入 只 是 连续 的 而 非 紧 的 ， 范 数 ulla 在 
HEO 的 弱 拓 扑 下 不 连续 , 其 后 果 就 是 在 HiO) 上 , ZA Qalu) 不 满足 下 半 
弱 连 续 条 件 , 泛 函 @ 不 满足 全 局 的 (P-S.) AE, 因而 经 典 的 变 分 法 在 此 失效 . 

我 们 将 问题 (2.1) 所 代表 的 非 线 性 现象 称 为 临界 非 线 性 , 或 极限 非 线 
ME. Yamabe 问题 反映 在 变 分 法 上 正 是 这 种 情形 . 

相反 地 ， 当 问题 (2.1) 中 指标 N 换 作 p © (2, 25) 时 ， 就 称 问 题 为 次 临界 
的 . 在 次 临界 情形 , RA HO 一 LO) ERK, A jully 在 H) 中 序列 
弱 连 续 , RO ALO) 上 满足 P-S) 条 件 ， 因 而 对 于 所 有 入 E (oo, Ai), 
问题 (2.1) 都 有 一 解 . 这 里 , M 为 -人 在 HiO) 上 的 第 一 特征 值 . 


2. Pohozaey 障碍 . 


从 另 一 方面 看 , 当 N 取 临 界 指标 时 ， 问题 (2.1) 的 解 满足 如 下 特殊 形式 的 
Pohozaev 恒等式 ( 见 稍 后 的 (2.7) 式 及 命题 2.2): 


1 uy? 
af e=) @ (5) - (2.5) 


其 中 v 是 OO 的 单位 外 法 矢量 . 据 此 , 我 们 有 
命题 2.1 若是 一 星 形 区 域 , 则 当 入 < 0 时 问题 (2.1) AM. 
证 明 设立 是 问题 (2.1) 的 解 , 对 于 星 形 区 域 , 我 们 有 (z:z) > 0ae. FAN. 


当 和 入 <0 时 , 由 (2.5) Z u= 0. 当 入 = 0 了 时, 由 (2.5) HEF (Ou/Ov)|an = 0. 
在 (2.1) 两 边 积分 ， 应 用 Green 公式 得 


f= f -a= Ou o, 
Q Q an OV 


Mi u = 0. 


我 们 把 命题 2.1 所 述 的 现象 称 为 Pohozaev 障碍 . 它 再 次 表明 临界 与 次 临界 
情形 的 显著 区 别 . 
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3. Pohozaev 恒等式 . 


现在 补 上 Pohozaev 恒等式 的 有 关内 容 . 1965 年 ， Pohozaev [169] 发 现 了 一 
对 证 明 某 些 Dirichlet 问题 不 存在 性 结论 十 分 有 力 . 


设 人 是 n>2 维 欧 氏 空间 中 的 有 界 区 域 . 考虑 边 值 问题 


—Au = g(u) inQ, w= 0 on dN. (2.6) 

这 里 的 9 是 一 连续 函数 . aan (2.6) 的 解 ， Ponozasv WEW, u 满足 
n few -" ah (x-v)( au) ; (2.7) 
其 中 G(w) = fo g(t) dt, v Æ OO 的 音 位 外 法 5 矢量 . 公式 (2.7) 就 是 著名 的 


Pohozaev 站 等 式 . 


特别 在 Brezis-Nirenberg 模型 ，9 = juj ?u + àu, N = 2， 入 是 党 
数 ，Pohozaeyv 恒等式 就 表现 为 (2.5) 的 形式 . 


自从 Pohozaev [169] 的 工作 以 来 , 数学 分 析 工 作者 对 Pohozaev 恒等式 作 过 
许多 推广 工作 , 全 面 而 深入 的 要 数 Pucci-Serrin [183] 的 工作 . 就 本 书 的 应 用 而 
言 ， 只 需 下 列 形式 的 Pohozaev 恒等式 . 


命题 22 gN x REER BH, ve CANCION) 是 边 值 问 题 
—Au = g(z,u) inQ, w=0 on dQ, (2.8) 
的 解 ， N) u 满足 如 下 恒等式 


J [pe-* 


其 中 G(x, 8) = ff g(x, t)dt, Gz(z,s) = V2G(z, 8). 


gta: Ga] -人 (zv ， (2.9) 


证 明 这 个 证 明 引 自 丁 伟 岳 与 倪 维 明 [88]. 1 u = u(x) 是 (2.9) HAR, > 


1 ,— 
V(x) = (x: Vu)Vu 一 5zlVul’ + £G(x,u) + k 5 2 Vu. 


AYE OQ fu=0, i Vu = (Ou/dv)v, M V(x) -v = (1/2)(du/dv)2. 又 


一 2 
div V = nG(z, u) 一 ug(z,u)+2-G,(z,u), 


应 用 散 度 定理 ( 见 第 16 页 ) 便 得 结论 . 口 
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4. 不 存在 性 结论 . 


我 们 已 经 由 Pohozaev 恒等式 知道 , 在 临界 情形 ( 超 临 界 情形 也 一 样 )， 如 
RKR? 星 形 , WMH A< 0 时 间 题 (2.1) 无 解 . 此 外 , 不 论 N 是 否 为 临界 指标 ， 
我 们 都 有 


命题 23 问题 (2.1) 存在 正解 的 必要 条 件 是 入 < Xi， 即 当 入 > 和 li 时 问题 
(2.1) 无 解 . 


TEAR 设 祥 是 问题 (2.1) 的 正解 ， 并 设 po 为 属于 特征 值 Xi 的 正 特征 函数 . 
用 p 乘 方程 (2.1) 两 边 , 积分 ， 由 Green 公式 推 知 


Al fua = [aver = fer + ru) yi > a | ups, 


从 而 入 < Ad. o 


根据 命题 2.1 及 2.3, 对 于 问题 (2.1), 合理 的 提 法 是 : 给 定 入 E (0, Xi)， 问 
非 线性 问题 (2.1) 是 否 存 在 解 ? 下 面 我 们 将 看 到 , 这 个 问题 依赖 于 空间 的 维 数 ， 
对 于 n= 二 3 及 n> 4, 问题 有 不 同 的 结论 


三 、 变 分 方法 

我 们 将 通过 考察 极 值 问题 (2.4) 来 获得 问题 (2.1) 的 解 . BRZ R ub lulla 
在 HA(Q) 的 弱 拓 扑 下 不 连续 ， 为 克服 这 一 困难 ， 需 细致 地 考察 5、 与 最 仁 
Sobolev 常数 S 之 间 的 关系 , 这 一 思想 方法 属于 Aubin [3]. 


1. 最 佳 Sobolev 常数 及 其 极 值 函数 . 
最 佳 常数 S 的 特性 . Sobolev 不 等 式 说 , 存在 只 依赖 于 nn 的 常数 S, 使 得 


Su < Yu, Vu € D™?(R?”), (2.10) 
使 上 式 成 立 的 最 大 常数 9 叫做 最 佳 Sobolev 常数 ， 即 

S = inf{Qo(u): 0 # u € D)?(R”)}. (2.11) 
关于 最 佳 Sobolev 常数 , 我 们 有 


命题 24 设 吕 是 n> 3 HERR, I S = inf{Qo(u): OF ue DHA), 
即 最 佳 Sobolev 常数 与 区 域 无 关 , 仅 与 维 数 n AK. 
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证 明 可 以 验证 , 泛 函 Qolu) 共有 伸缩 不 变性 及 平移 不 变性 ， 即 


Qo(u(or +h) = Qo(u(x)), Vo>0, VheER", 
由 此 及 Cee 函数 在 D1? 中 的 稠密 性 ， 便 获 证 命题 . 口 


命题 2.5 设 吕 是 n> 3 维 有 界 区 域 , 则 最 佳 Sobolev 常数 不 能 在 HEO) 
上 达到 . 


证 明 用 反 证 法 . 若 5 为 菜 一 函数 0 关 uo € HEO) 所 达到 , 不 妨 设 uo > 0， 
否则 用 juo] RE. 取 一 个 球 BDO. 扩充 wo 的 定义 , 使 得 在 B-O 上 wo =0. 
扩充 后 uo E€ Hi(B). 根据 命题 2.4, uo 是 极 值 问题 


S = inf{ vulld: u € Hi(B), lulli = 1} 
的 解 ， 由 Lagrange 乘 数 法 , 存在 u > 0 使 得 uo € H3(B) 满足 方程 
-Au = pu! 在 B 上 . 


这 与 Pohozaev 恒等式 ( 见 第 50 页 ) 矛盾 (参见 第 49 页 命题 2.1 的 证 明 ). 口 


注 记 2.1 根据 最 佳 Sobolev 常数 极 值 函 数 的 唯一 性 (2.6), 只 要 OAR", 
则 最 佳 常 数 S 不 能 为 函数 ve DLN) c DR”) 所 取 到 . 


最 佳 常数 5 的 极 值 函数 . 最 佳 Sobolev 常数 及 其 极 值 函数 最 早 的 结论 属 
于 Aubin [2] 及 Talenti [197]. 在 本 书 将 用 凝聚 紧 性 原理 证 明 ( 见 定理 10.6), 极 
值 问题 (2.11) ERM 2， 而 且 是 径 向 对 称 的 ( 顶 多 相差 一 个 平移 ). 因此 
p 是 下 列 常 微 分 方程 初 值 问 题 的 解 : 
N-10, (0) =a, p'(0)=0. (2.12) 


Sa > 0. 此 初 值 问题 在 [0, 00) 存在 唯一 解 ， 因 它 等 价 于 积分 方程 


p(r)=at Ef G yp’ —1(s)dsdt, 


利用 压缩 映 象 原理 可 证 明 ， 上 述 积分 方程 在 [0, e] 上 有 唯一 解 . 4r > ec 时 是 
正则 常 微分 方程 . 4 r > 0 时 yp > 0 (否则 将 与 Pohozaev 恒等式 矛盾 )， 


n—l 
e+ p+? 
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My = (a +02)* 的 形式 代入 方程 (2.12), 经 计算 得 
p = Kala? 十 r?) 2, 
直接 计算 可 得 5 = 4 n(n — 2)w2!", wn Æ n HERRE 57 的 体积 ( 见 Aubin 
[2, 3], 也 见 第 7 章 的 195 页 ). 概括 起 来 就 是 : 
定理 2.6 最 佳 Sobolev 常数 5 二 4-1n(n —2)w2/", BTR R” 上 的 函数 
p= (1+ |e)? Cm? 


达到 ， 或 经 平移 及 伸缩 变换 被 唯一 函数 族 Ole + |x — ro?) CT ka], e, C 
是 任意 正常 数 ，zo0 E 了 ”任意 . 
2. 存在 性 的 Aubin 型 判 据 . 


SA>(= 或 <)0<* 人 和 <(= 或 >) AI. 


下 面 给 出 极 值 问题 (2.4) 存在 解 的 一 个 判 据 . 这 类 形式 的 定理 最 早 见 十 
Aubin [3]， 也 可 参见 Aubin [5], Lieb [136] 及 Brezis-Nirenberg [52]. 


引 理 2.7 对 所 有 实数 入 成 立 Sy <S. 如 果 5S、< S， 则 由 (2.4) 式 给 出 的 
FRR 5、 TARA ABH u € HA(Q) 取 到 . 如 果 0 < Sy) < S, MF (2.1) 
至 少 存在 一 个 正解 . 


证 明 引 理 可 照 Aubin [3] 原来 的 证 明 完 成 〈 参 见 第 197 页 ) . 现在 的 证 明 
在 Brezis-Nirenberg [52] 基础 上 参照 Brezis-Coron [48] 改进 而 来 . 


我 们 将 结论 5、< S 的 证 明 放 在 稍 后 的 注 记 2.5. 设 um € Hg (Q) 是 极 值 问 
题 (2.4) 的 - -个 极 小 化 序列 ， 满 足 


[Vum]? — Allumils = Sa +0(1), lumlly = 1. (2.13) 
因为 um 在 HEO) PAR, 可 抽取 子 列 ， 仍 记 为 wm， 使 得 


Um — u 在 Hg 中 ， Um > u 在 L? 中 ， 
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继而 , 依 Fatou 引 理 , 我 们 有 luly <1. 若 能 证 明 jlwlln = 1 W u WERE 
题 (2.4) 的 解 . 为 此 将 um 分 解 为 um = ut Om, TÆ 


Om —>0 在 所 中 Om +50 OF. 
此 时 由 (2.13) 式 得 
Yul + [VOmll2 — Allull = Sa + 0(1). (2.14) 
利用 关系 Sy < Qa(u), RITA 
Sallully < (vullz 一 Allull2， 


结合 (2.14) 得 
[vonll? < Sx(1 — llull} + o(1). (2.15) 


男 一 方面 , 根据 Brezis-Lieb 引 理 , 我 们 有 
1 = lu + om = lull + Nml + 0(2). 
注意 到 N > 2, 我 们 有 
1 < [jul + en + 0(2). 
根据 最 佳 Sopoley 不 等 式 Sm < ||VOm||3, HERS 
1 < [ful + SIVoml + 001), 


或 等 价 地 
|VOmlllz > S(1— lull) + ol1). (2.16) 


由 (2.16) 式 减 去 (2.15) sh, 得 到 
(S— Sy) (1 —llul®) < 0. 


ALS) < S, 上 式 表明 llull = 1. EE (2.15) 式 便 得 lim ||VOm|lo = 0, Bll um 在 
Hi 中 强 收敛 于 w. 由 (2.14) 知 , Sy BE u REI. 
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我 们 可 以 假定 u > 0, 否则 用 ju] 替代 CER ||Vlul l? < ywl2). ALA u 
是 极 值 问题 (2.4) 的 解 ， 存 在 Lagrange 乘 数 p 使 得 


—Au — àu = pu, TER. 
4S > 04 A< A R, 我 们 有 > 0. Soum p Nu, Wo 满足 方 


程 2.1). 根据 正则 化 理论 ( 见 本 节 末 ), ue C2Q)NCQ), 由 强 极 大 值 原 
H, v > 0. 口 


在 引 理 2.7 的 证 明 中 , 我 们 实际 上 证 明了 如 下 命题 . 
命题 2.8 如 果 SA < S, 则 由 (2.13) 定义 的 任意 一 个 (SA 的 ) 极 小 化 序列 ， 
在 HEQ) 中 都 是 相对 ( 强 ) 列 紧 的 . 


注 记 2.2 在 引 理 2.7 的 证 明 中 , 不等式 (2.16) 起 关键 作用 . BE Sy < 0 的 
情形 , 不 必 应 用 这 一 关键 不 等 式 , 而 由 不 等 式 (2.15) 直接 推出 lim |vgnmjlz = 0. 
这 也 部 分 地 说 明了 为 何 Trudinger 能 够 在 Yamabe 不 变量 A(M) < 0 的 情况 下 
挽救 Yamabe 的 证 明 的 原因 . 


注 记 2.3 从 以 上 讨论 看 出 , WEA € (0,A1), 车 能 找到 一 个 试验 函数 p 
使 得 Yamabe fi QA(p) < S. 从 而 Sy < S, 则 问题 (2.1) 至 少 存在 一 个 解 . 


3. 解 的 正则 性 . 


本 节 中 通过 变 分 法 得 到 的 解 v 是 HEO) 中 的 弱 解 . Aid = uN? A, 
由 Sobolev RASI, he Fr/2(Q)， 且 在 弱 的 意义 下 满足 


—Au = hu. 
根据 Brezis-Kato 正则 化 引 理 (JL 310 页 引 理 A.16), u € L7(Q), Vr > 2. 根据 
一 般 的 正则 性 结论 , ue C%(Q)nc(9). 此 外 , 只 要 边界 00 适当 光滑 , u 在 边 
FOO 上 就 有 适当 的 光滑 性 . 
第 二 节 ”试验 函数 及 其 估计 


根据 Aubin 型 判 据 ( 引 理 2.7) 及 注 记 2.3, 问题 (2.1) 解 的 存在 性 归结 为 找 
一 个 试验 函数 p, E Qal) < S. 
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在 构造 试验 函数 时 , R” ERIE Sobolev 不 等 式 Su 和 < ||VullZ HRE K 
数 起 决定 作用 , 我们 取 极 值 函数 (参见 53 页 定理 2.6) 
1 
(e2? 十 [2|2)(™—2)/2° 


Pelz) 及 yle) Ê yi. (2.17) 


ES Qe 全 e02 pe, M 
Vél? = Vy? = Slgel = SIVIIN- 
直接 验算 可 知 ,be € DL2(R")， 并 且 满 足 方程 
-Ab = n(n—2)68"! ER” H. (2.18) 


根据 Gidas-Ni-Nirenberg [107], ¢-. 及 其 平移 是 (2.18) 的 唯一 解 族 . 由 分 部 积 4 
可 得 
[Volz = n(n — DIle- (2.19) 


DRAB n> 4A n= 3 讨论， 


一 、 情 形 n>4 


在 情形 ”> 4, 我 们 可 以 简单 地 用 截断 ye 的 方法 给 出 所 需 试 验 函 数 . 这 样 
的 试验 函数 ,， 源 于 Aubin [B] 在 情形 n = 3, 我 们 将 使 用 Scshoen 的 试验 函数 ， 
它 的 构造 要 同时 考虑 ~-(A + A) 的 Green 函数 . 
方便 起 见 , 我 们 不 妨 假 设 原 点 o EN. 设 € C2(O;[0,1]) 是 一 个 截断 函 
žk, 满足 
n(xz)=1,z€ Bs; (x) =0, rE Q— Bəs, 


其 中 Bs 是 9 中 以 原点 o 为 中 心 ， 有 其 充 分 小 半径 5 的 球 . 现在 构造 函数 
uc(Z) = MT) We(T), BH 


n(x) 
(e + |x|?)(r-2)/2° 


Ue(x) = 


(2.20) 


将 试验 函数 4 = uele) 代入 由 (2.3) 式 给 出 的 Yamabe 商 Qalu) 进行 估计 ， 
使 得 如 下 
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引 理 2.9 Ze lO, Qalu) Ase FRA: 

S — AK (n)e? + O(e”"*), n> 5, 
S — AK (4)e?| loge] + O(c”), n=4, 
其 中 K(n) ERKA nA KER. 


Qa lue) = | 


证 明 注意 到 Vyle} = S， 显 见 引 理 2.9 是 下 列 估计 的 直接 推论 : 
Yuel2 = Volz?” + O(c), n> 8, (2.21) 
lluell = Npl 7 + O11), n>3, (2.22) 


z Ine” +01), n>5, 
uell = 
L |loge|+0(1), n=4. 


(2.23) 


其 中 ,是 只 与 维 数 n 有关 的 正 数 . 
(2.21) 的 验证 . RATA 
Vue = V (Npe) = NV Ye + We V1. 
因为 当 z € Bs IN, n(x) =1, V(x) = 0, 而 在 Bs Sb be A, AK 


[Vuelo = Vve? +O), 


而 
2 2)212| 
J, [Vye] = L ea edt + OU) 
f/f a-l, 
人 (24 [xno T O(1) 
= || Vy] e" + O(1), 
这 样 便 有 


[Vella = [Velle +00). 
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(2.22) 的 验证 . we 从 而 ue 在 O\ Bs LAR, 而 在 Bs 上 we = Yer W 
N N _ +400 
Lr = f wel + om = fel” +00) 


= [aap + OW) = Wie + 000), 


故 uelli = Welly 2” +00). 


(2.23) 的 验证 . 最 后 , 我 们 给 出 lull? 的 估计 ， 这 是 最 需 精 细 之 所 在 . 与 
(2.22) 式 的 验证 类 似 , 我 们 有 


[w= Lieto = | area + OO: 


dz dz 
= O11 
h (e? + |x|?)"~? 人 (e? + |x|?)"-? +o) 


= |iyllĝ er" + 0(1), 


所 以 
上 luel? = wl es" + O01). (2.24) 


4 n=4 时 ， 则 有 
dg 4 rdr 1 
I, (tap =w f (ep rape T gvsilogel + OM), 
其 中 W3 是 单位 球面 s3 的 面积 PAN 于 是 n=A4 时 
f juel? = lloge + O(1). (2.24) 
(2.24) 与 (2.24) 综合 即 (2.23), 其 中 m = llel (n > 5), Ig = 271 ws. 口 


据 引 理 2.9, 当 n > 4 时 , 对 于 一 切入 > 0 都 有 SA < S. 由 引 理 2.7 立 得 
定理 2.10 Hn >4h, 对 一 切入 Ee (0, Xi)， 问 题 (2.1) 都 存在 解 . 
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注 记 2.4 当 n 一 3 了 时, 我 们 有 


[P= f s+ w [325 = 00), 


如 果 我 们 坚持 用 (2.20) 定义 的 试验 函数 去 估计 Oy (ue), 我 们 只 能 得 到 
Qy(ue) = S+Ofe), (n=3) (2.25) 
这 对 我 们 认识 问题 (2.1) 没有 什么 帮助 . n= 3 的 情形 需要 更 精细 的 估计 . 
注 记 2.5 RNO En > 3 维 欧 氏 空 间 的 有 界 区 域 , 则 对 一 切入 < 0 成 并 
5、 = S, 而 且 根 据 Pohozaev BEX, Sy = 5 不 能 为 Qalu) 所 达到 ， 


确实 , 依 引 理 2.9 及 注 记 2.4, Qalu) = 5 十 o(1), 从 而 SA < S. 另 一 方 
E, S 关于 和 单调 递减 ， 从 而 (A < 0) > (5、 > S) 根据 命题 2.4, 5 不 能 为 
Qolu) 所 达到 , 是 故 更 不 会 被 Qalu) AB. 


二 、 tien =3 


1. Brezis-Nirenberg 的 路 线 . 


粗略 地 说 ,在 情形 n = 3，Brezis-Nirenberg 模型 问题 (2.1) 只 对 接近 Xi 的 
入 值 才 有 解 . 特别 ， 如果 O 是 一 个 球 域 ， 则 当月 仅 当 和 Ae (Ai/4, Ai) 时， 问题 
(2.1) 有 解 (定理 2.13). 


不 妨 设 os Q, 取 函 数 pe CID) mn CoQ), 使 得 2(0) = 1, Vp(0) = 0. 构 
造 试 验 函 数 ve(z) = 2(z)jwes(z)， 即 


p(x) 
(E2 + |ar|?)1/2° 


利用 上 述 试验 函数 估计 Yamabe 商 Qalu) 我 们 有 
命题 2.11 当 n =3 时, 对 于 由 2.26) 定义 的 试验 函数 ve， 有 如 下 估计 


U(x) 一 (2.26) 


_ e f |Vel? —Algl? 2 
Qalu) = S+ F o ap + O(c’). 
其 中 K = |l 
我 们 不 打算 证 明 命 题 2.11, 读者 可 参照 Brezis-Nirenberg [52] (原文 只 讨论 


了 人 0 为 球 的 情形 ) 给 出 证 明 . 
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定理 2.12 AQ AAR, I% Ac (A 和 1/4, Ai) 时 , 问题 (2.1) 至 少 具有 
一 解 . 
定理 2.12 也 可 作为 下 文 定 理 2.14 的 推论 , 重新 获得 证 明 . 
证 明 我 们 不 妨 设 球 心 在 原点 , 半径 为 x (此 时 第 一 特征 值 Xi = 1, 相应 的 
特征 函数 为 |z|-1sin |z|). 取 o AIER, 
Ja (IVg?) _ Jo lear 
Ja (le? /lal?) Jo lel? ar 
上 式 中 的 下 确 界 po 对 应 下 列 特征 值 问题 的 第 一 特征 值 ， 


=p" = up, WwW(0) = v(m) =0, 


但 属于 ji 的 特征 函数 为 cos(>/2), 由 此 算得 u = 1/4. $ p =cos(r/2), ue A 
(2.26) 所 给 , 依 命题 2.11, 


Qx (ue) = S — (7/8) K714) — Are + O(e°). 


战 当 入 E (1/4, M) 时， 对 于 充分 小 的 s > 0, 我 们 有 Q@、(we) < S. 依据 Aubin 
型 判 据 -一 引 理 2.7, 问题 (2.1) BDAA - 解 . 


定理 2.13 (Brezis-Nirenberg [52]) 设 Q 是 三 维 球 域 ， 则 当 且 仅 当 DN € 
(A1/4, Ar) 时 ， 问 题 (2.1) A AB. 


证 明 我 们 已 经 知道 , 入 < 0 或 入 > Ay 时 问题 (2.1) 无 解 ， 故 只 须 证 明 当 
0< 入 < Al/4 时 ,问题 (2.1) ZA. 


用 友 证 法 , 设 知 0< A < AI/4 时 间 题 (2.1) AAE u 根据 Gidas-Ni-Nirenberg 
[107]; u 必 是 球面 对 称 函 数 , 若 仍 设 Q = fr ER: |e] <r}, Wu wee 
—u” 一 2 =u + àu, 
| r (2.27) 
u’(0) = u(x) = 0. 
取 (0, a] 上 的 光滑 函数 o 使 得 68(0) = 0, 用 (3r29 — roju 乘 方程 (2.27) 得 


"TT 1 1 T 
J (3 — ro) Ju’ |? dr — — f u?" r? dr 
Jo \2 4 Jo 


. x (2.28) 
本 
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然后 将 方程 (2.27) PAID FEU Pou, RRE 
[ Bro dr sh Pot) 
1 f* /\ 6 1, [* 2 八 2 
=-5/ (2ro + rp )u ar— 5A] (2re+r ou dr. 
将 (2.28) 和 (2.29) 合 起 来 ,得 


T 1 2 T 1 
yo a la" ar == f — r?g u? dr + lu (ror). (2.30) 
f ( $ +79 Ju r° dr 3 Ja (re 7 ou r zl“ (m)l olr) 


(2.29) 


恒等式 (2.30) 的 作用 有 类 于 Pohozaev 恒等式 , 但 强 于 Pohozaev 恒等式 的 结论 . 


令 


/ l m 
Ad + 1? = 0, 
则 o WHA dr) = sin2VAr. HEO<A<1/4, 有 A(z) > 0. 从 不 等 式 
sin ð — 8 cos > 0, 0 € (0, a} 
易 见 , Hr € (0, r| It OER O < A< 1/4) 


ro — red! =rsin2VAr -2r2VAcos2VAr > 0, 


这 与 恒等式 (2.30) 矛盾 . 


2. Schoen 的 试验 函数 ， 

命题 2.11 没有 指出 如 何 具体 构造 yp, 但 它 表 明 , = 3 时 , Brezis-Nirenberg 
模型 问题 与 0 的 整体 几何 特性 有 关 . R. Schoen 在 解决 Yamabe 问题 时 ， 将 最 
佳 Sobolev 常数 的 极 值 函数 与 Green 函数 对 接 , 成 功 地 构造 出 了 所 家 试验 遇 数 ， 
他 的 方法 同样 适用 十 这 里 . 

让 我 们 讨论 一 个 稍 许 广 泛 的 问题 . OC RS 是 有 界 区 域 , 考虑 下 列 问 题 


-A =u? +alzr)ju, u>0 在 Qf 中 ，wlang=0 (2.31) 


我 们 假设 算 子 -(A + a) 强制 , 即 存在 常数 / > 0, 使 得 


f |[Vul? 一 aluol2 > » | Ivo 2， Vu € Hy (Q). (2.32) 
Q Q 
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当 a(z) = HMRI, 上述 条 件 就 是 入 < 入 


—(A+a) 的 Green 函数 


设 ae L%(Q) 满足 条 件 (2.32)， 则 对 于 任意 ro oO, 存在 一 (人 A 十 a) 的 
Green 函数 Te CAM \ {z0} (0<8<1) 满足 


(和 A 人 +afT=4r6s。 在 D'(Q) 中 ，Tlew =0, (2.33) 
并 且 在 ro 点 附近 有 渐 近 展 式 
FF=r-1+4+alz)，a= Oro). (2.34) 


XE r= |r- roj 4 是 常数 , acm). 
按 如 下 步 又 构造 Green 函数 . 在 = 3, -Ar-! = 4nd,,, Fr ê 
rT +H, 则 工 满足 (2.33) 及 (2.34). 这 里 , H 是 如 下 边 值 问题 的 唯一 ( 强 ) 解 : 


-(A+a)H =ar? €£2'P, H+rt=0 #00 上. 


HF ar“! e L3-§(Q),e> 0 充分 小 , HL? fiit, H e W3-€(Q), 再 由 Sobolev 
嵌入 定理 , H € C8(Q), 由 Schauder fit, H € C(O \ {zo0}). 

EH 2.14 AN CREARA ERR ac LOO). 如 果 

(a) —(A+a) Æ HY(Q) 上 强制 ; 

(8) AE ro ENA roth K NARR B, 使 得 在 BL a(x) > 0; 

O) —(A +a) Æ ro &% Green 函数 工 的 展 式 (2.34) F A > 0; 
则 问题 (2.31) 有 解 . 


注 记 2.6 若 Q=BRCR3, 则 一 (A 十 入 ) 在 原点 的 Green 函数 为 
r= <8 Ar _ cot VARS 
r 


我 们 有 A = 一 VAcot VAR, 因而 4 > 0 当 且 仅 当 Ae (和 1/4, 和 1)， 由 定理 2.14 
FR UE FS XE BE 2.12. 


注 记 2.7 ER Riemann 流 形 (M, g) WHERE n = 3, 4,5 或 (M, g) HH 
平坦 , 则 共 形 Laplace 算 子 o 在 某 点 的 Green 展 式 如 (2.34), R. Schoen 基本 上 
证 明 : A > 0 除非 (M, 9) 共 形 等 价 于 标准 球面 一 一 种 广义 正 质量 定理 (参见 
定理 7.20) . REJE R. Schoen 能 够 完成 工 Aubin 剩余 下 的 Yamabe 猜想 . 
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Schoen 的 试验 函数 
为 完成 定理 2.14 的 证 明 , 仍然 是 寻找 一 个 试验 函数 we， 使 得 Yamabe 商 


f\Vuel? ~ aluel? 


< 3 (2.35) 
[ue lig 


Qa (tte) 全 


注意 , 在 -(A +a) 强制 的 条 件 下 ,Aubin 型 判 据 仍 然 成 立 ( 见 p. 79 注 记 3.1) . 
在 构造 试验 函数 时 ， 第 一 个 要 素 仍 是 最 佳 Sobolev 不 等 式 的 极 值 函数 ,我们 取 


dela) = (=z) 


e? + |x}? 
W Sjlgell8 = Veel. 我 们 注意 p: 满足 
-Ab =3¢2 Æ R? P. (2.36) 
由 分 部 积分 得 Vc) = 3log 因此 , 我们 有 
ge = 3718. (2.37) 
构造 试验 函数 的 另 一 要 素 是 —(A +a) 的 Green 函数 . 设 一 (A +a) 在 某 


点 ， 不 妨 设 是 原点 os BC 的 Green 函数 有 渐 近 展 式 (2.34), Wô > 0 充分 
小 , 使 得 Bs C B. & 1 © CF(Q;[0,1]) 是 光滑 截断 函数 ,满足 


nz)=1, TE Bs; nlx) =0, re M\ Bog. (2.38) 
RMO<e<6, Schoen 的 试验 函数 定义 为 
delz), TE Bs, 
ue(z) = 9 eo(T'(x)—n(x)a(x)), 2 € Bos — Ba (2.39) 
eo I(x), z € Q — Bog. 
这 里 下 A, a 一 如 展 式 (2.34), eo > 0 是 待定 常数 ,我 们 取 其 使 得 
1 E 1/2 
co 人 (5 +A) = (z) , (2.40) 


这 样 ve 在 |z| = 6 处 连续 ， 故 是 Lipschitz 函数 ， 因 此 ue € HEQ). 
定理 2.14 的 证 明 记 E(u) = J {IVul? 一 alul}. 在 定理 2.14 的 条 件 
F, 我 们 断言 
E(ue) < Sluelld — dn Ae? 十 c6Pe2, (2.41) 
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其 中 c > 0 是 某 个 常数 ,0<B8<1. 因 A>0, 而 0<eo 之 6, 取 56>0 充 分 
小 , WA Qa (we) < S. 根据 Aubin 型 判 据 一 - 引 理 2.7, 问题 (2.31) AAR. 


不 等 式 (2.41) 的 证 明 ， 为 书写 方便 , 简 记 we =u. 我 们 有 


Jan {vu 7 ant} 7 how. {vT} 7 ar? } +l, 


其 中 (注意 sppt 7 C Bos) 
T= f {vo -2VT - vn) = a( 170? = 2nar) }. 
Bos\ Bs 


Hi Pa es C9, BANA a = Off), Va = Or),  |V(na)| < Orf. X 
VT = O(r-?). 因此 工 中 被 被 积 函 数 属 于 Orf), Be [I] < 059. 这 样 


/ {|Vul? 一 au? < f ea {IVT} — ar? + 5862. 


O'\Bs Q\Bs 
ALT YE Q \ {z0} Liat AT + aD = 0， 由 分 部 积分 得 


f (IVT? — ar?) = -| [(0,T)ds, 
Q\Bs Bs 


从 而 
f Vu}? — ajul? } < -e | r(8r)ds + cfe. (2.42) 
JA\ Bs Bs 


Fill, 在 Be 上 , HT a20, u= pe 故 


/ {ivul? — alul?} <f [vo ?dz. 
Bs Bs 


根据 (2.36), 利用 分 部 积分 得 


f mebasa f oasa f as 


现在 对 上 式 右 端 第 一 个 积分 进行 估计 , 利用 等 式 (2.37), 我 们 有 


f pelsdz = I]bellé p, lell g, 
Bs 


< [Idellé llull = 3-*S [lull 
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所 以 
f {vu au} < Sit f G06)ds e4 
Bs OBs 
综合 (2.42) 及 (2.43) 得 
Blu) < Sul} + 06+ 人 es) 04 
OBs 
现在 对 (2.44) 右 端 边界 积分 作 估计 . E e| = 6 处 有 
siF(aT) = ed(5 +A? + 08), (2.45) 
由 关系 (2.40) 得 
dpe(0,0:) = -ad (57? +2487? + 0(67!)). (2.46) 


将 (2.45) 与 (2.46) 两 式 相 减 , 其 间 主 项 6-3 被 抵消 , 因此 (对 8 > 0 适当 校 
f {0e (Orbe) ~ BT (OT) }ds < 4r Aek + cde2, 
故 由 上 式 及 (2.44) 得 


E(u) < Sllullé 一 4n Ae? + cP ep, 


JERR (2.41). 注意 到 0 < so KS, MI > 0 充分 小 , 便 得 Qa(we) = Q(u) < S, 
定理 2.14 证 毕 . q 


第 三 节 ”若干 相关 问题 


一 、 带 余 项 的 最 佳 Sobolev 不 等 式 
IF n > 3, KRH q E (1,N), RIE Sobolev KEE Slul, < V2 可 以 
带 有 一 个 余 项 Jul, BH 
[Vull > Sllulih + Xu Yue H9), 
我 们 称 之 为 带 余 项 的 最 佳 Sobolev 不 等 式 (sharp Sobolev inequalty)， 莽 中 
入 > 0 是 能 使 上 式 成 立 的 极 大 常数 . 
首先 , 当 n = 3 时 , 我 们 有 
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定理 2.15 (Brezis-Nirenberg [52]) 722 C RR 为 有 界 区 域 , 则 存在 只 依赖 
F044, MAM FRM € (0, 和 1), 使 得 


(Vull? > Slulig+ Xuli, Vu € Ho(N), (2.47) 
当 QQ 是 球 时 ， 这 个 最 佳 值 是 X = n? /(4R?). 这 里 S 是 最 佳 Sobolev 常数 ， 


证 明 对 于 we HiO), 令 w* 是 久 的 球面 对 称 重 排 , 根据 定理 1.36, RAI 
有 w € Hi(o*) B. 


Vers < Valz lels= lellig (2 <p <N). (2.48) 
此 外 , 记 A(O") 为 -A 在 三 (9Q*) 上 的 第 一 特征 值 , 根据 定理 2.13 有 
[vl > Sl lle + 3A1(Q") lu" lg, (2.49) 


这 是 因为 如 若 不 然 ， 而 对 某 个 v 成 立 反 向 严格 不 等 式 ， 将 导致 问题 (2.1) 对 于 
N= $A (0*) 有 解 . 这 与 定理 2.13 结论 矛盾 . 结合 (2.48) 与 (2.49) 得 


IVall? > Sljullé+ "ull, u € Bo(D)， 


其 中 入 = A(O) 是 使 上 式 成 立 的 最 大 常数 , 和 * > A(O). 又 由 第 一 特征 值 的 
性 质 , 必 有 入 * <A. Og 


定理 2.15 及 其 证 明说 , 对 于 RS 中 的 有 界 区 域 Q, 存在 一 个 只 依赖 于 Q 的 
常数 入 € (0Q*)/4, On) 满足 


入 > 入 一 > 8) < S; A<M=3 9 一 9. 
这 样 , 对 于 入 E (和 X*, Ar), 问题 (2.1) 有 解 . 当 Q = BR 是 一 球 时 , A* = x/(4R2). 
“n> 4 时 , (2.47) 不 再 成 立 , 但 定理 2.15 有 如 下 推广 . 
定理 2.16 设 虽 是 n>>3 维 有 界 区 域 , 则 对 于 任意 g€ (1, n/n- 2) 成 立 
IVall? > Sllull2. + Xellull2， 


其 中 和 是 只 依赖 于 gq 及 的 正 数 . 
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TER 利用 函数 的 对 称 重 排 技术 , 我 们 只 须 就 Q = B 为 球形 区 域 , M ue 
径 向 对 称 函数 证 明定 理 〈 参 见 定理 2.15 的 证 明 ) . HQ = Br 并 令 


Saa = inf {Vul — Alel}, (2.50) 


其 中 
D, = {u € AUB): jully = 1, u EIER}. 


则 定理 2.50 要 证 明 的 是 ,存在 某 个 入 > 0 使 得 5 = SCBA Sga <5). 设 
若 定理 结论 不 成 立 ， 将 有 


SA<S，VA> 0 


这 时 ， 与 引 理 2.7 类 似 ， 可 以 证 明 ，(2.50) 式 中 下 确 界 可 被 某 个 非 负 ( 径 向 ) 图 
数 达 到 , 拉 伸 Lagrange 乘 数 ， 便 得 到 如 下 问题 的 一 个 解 : 


-Au = uP + Null, u>0 在 已 中 ， ulaB = 0, 


其 中 入 = Allully “. 结合 Pohozaev 恒等式 , 我 们 有 
a(z- -人 (x - vg (2) (2.51) 


ps a 


ES AE 


， > (2.52) 
= A| | —-Au) =A Aul ) . 
(fax) -人 人 
另 一 方面 , 根据 下 文 的 径 向 引 理 2.17, 我 们 有 
4 
lu(z)| < jep f, |Au], YzeB. 
由 此 , 当 g(n 一 2) <n 时, IER g 次 积分 得 
<A JIA 2.53 
lulla < 上 lAl (2.53) 


由 不 等 式 (2.51), (2.52) 及 (2.53) 得 入 > Mo > 0， 与 假设 矛盾 ， 口 
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引 理 2.17 ( 径 向 引 理 ) J u € C?(Br)NCo(Br) 是 径 向 对 称 函 数 ， 则 


An 


(a) Iu(z)| < ar I, Au, Yz € Br, 


(3) uols sa( J, Wut). Vee Be 
其 中 An, 已 ,是 只 依赖 于 的 常数 . 
证 明 我 们 有 
1 fP 1 fe i 
Up(p) = aol (rtur), dr = =) (Au)r™ dr. 
p 0 0 
将 上 式 关于 p 在 [|e], R] 上 积分 ， 可 得 


ju(x)| = —| 人 e { LE Audwar}| 


< gja [lau vren. 
2 


这 就 完成 了 (a) 的 证 明 . 类 似 地 , 我 们 有 


R R 1/2 R 1/2 
lu(z)| <f lurldr < (/ urar ) (/ mdr] ， 
|x| jz| [zl 


注意 到 SE rdr = (n 一 2)|z|?-"*， 由 此 不 难 完成 引 理 结论 (6) 的 证 明 . 


=. 对称 函数 的 Sobolev FHA 

对 于 径 向 对 称 函 数 而 言 ， 由 引 理 2.17 知 , 它 的 奇 性 集中 在 原点 , 消除 奇 性 
的 影响 , 便 可 改善 Sobolev HRA, 便 可 用 变 分 法 讨论 超 临 界 指标 椭圆 方程 . 

1. 球 域 上 对 称 函 数 的 加 权 Sobolev HA. 

Æ Ni [161] F, 倪 维 明 讨 论 了 一 个 有 趣 的 边 值 问题 

—Au = K(x)”, u>0 在 B 中 ， ulas = 0, (2.54) 

EF p> N, B 是 n> 3 维 单位 球 , K e C°(B) 是 径 向 对 称 的 非 负 函数 . 满足 
KK(0) = 0. 典型 的 情形 是 K(x) = |x|. 


注意 ,对 于 一 般 的 K, 问题 (2.54) 可 能 无 解 . 例如 , 当 z VK <0 时 , 根 
据 Pohozaev 恒等式 , 问题 无 解 . Ni [161] 证 明 
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定理 2.18 (Ni[161]) 设 K(x) = lzl，a > 0, MS pE, 2inro)) 时 ， 问 
题 (2.54) 有 解 . 


定理 2.18 是 下 面 讲 到 的 嵌入 定理 ,命题 2.19 的 简单 应 用 . 记 
H}(B) = {u € Hi(B) : u 径 向 对 称 }. 
命题 2.19 4 pe (1, MH) m, RA ALB) 一 LP(B,|zl*dz) 是 紧 的 . 


证 明 根据 径 向 引 理 , 对 于 任意 we HIB) 


ju(z)| < Cnlz| Vulla, a.e. z€ B, 


因而 ， 


(2—n)p+2a 
2 dz, 


[ \witivr ae < ovu fje 
B B 
ERIA CE < n, Bp < EEA 时 可 积 , 故此 时 


n—2 


lullzeB,an SCllVulle, (du = |z|*dz) 


BIKA ÄB) > LP(B, dp) 连续 . 因 当 tA > g > prf, I(B, dp) > 
L?(B, dy), ZWRERERA HIB) L?(B, dp) 紧 . D 


注 记 28 在 命题 2.19 中 ， 若 将 |zj* 换 为 非 负 Ce T MH HM 
K, K(0) = 0， 结 论 仍 成 立 . MRK EB EMER RRM, H K(0) = 0, 
则 命题 2.19 对 于 临界 指标 p = N ER (E-B [242]). 对 于 部 分 对 称 的 区 
域 0, 也 有 类 似 结论 ( 见 Wang [206] 及 Zhang-Zhao [215]). 

2. 部 分 对 称 函 数 的 Sobolev HA. 

我 们 知道 , 对称 性 能 够 改善 Sobolev HRA. 通常 描述 区 域 对 称 性 的 方法 是 
用 等 距 变 换 群 作用 下 的 不 变性 来 描述 ,参见 PL. Lions [138] 及 Hebey-Vaugon 
[115], 也 见 本 书 第 八 章 第 三 节 . 这 里 我 们 讨论 一 种 特殊 情形 . 

HNO CR = Ré xR" 是 有 界 区 域 , k > 0, m > 2. 9 中 的 点 写 为 
(x,y) z ERF, ye R”. 用 垂直 于 r 空间 的 超 平面 +R” ERO, 得 一 坏 域 


Ax = {(2,y):y E R", RẸ < ly < Re}, (2.55a) 
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其 中 Re, RZ 连续 地 依赖 于 光滑 区 域 DCR Hits, Ha< RE SRE <b 常 
Boa, bwEO<a< db. 在 这 些 记号 下 ,9 可 表示 为 


Q= Uen Ag. (2.55b) 


这 样 的 对 称 区 域 是 “ 轴 ” 对 称 区 域 , 包含 许多 我 们 感 兴趣 的 区 域 ， 如 环 状 区 域 
A (annulus), 桶 状 区 域 D x A, 环 面 T? 所 包含 的 区 域 等 . 


Ar 上 的 函数 f(y) 称 为 径 向 对 称 的 ,如果 它 仅 与 7 = ly 有 关 ， 简 记 为 
f(y) = f(r). w 


WPO) = {ue W3”(Q) : (x,y) = ue))}. 
4 9 = AMP MR > pois s* = 00 WIR <p 一 1. 我 们 有 


命题 220 BOMBA (2.55), MAF qE [L s*), RA WPA) GO LIQ) 
是 连续 的 、 紧 致 的 ， 如果 s* Zoo, MHRA WPO) 一 L (O) 是 连续 的 . 


证 明 ik k + 1 维 区 域 
X = {(z,r): RF <r < R}, re D}. 


Wut OQ § q Ra HK RR, Il) 
J lu(z, y) dedy = f dz f lulz, y)| dy 
R D Ag 


R3 
soma | az f ju(z,r)Ir" tdr 
三 


SU on 人 ju(z,r)|?dadr, 
ol 


类 似 地 , 对 于 we We? (OQ), 我 们 有 CD, V 分 别 表 示 Y 及 Q 上 的 梯度 ) 
| DuPdedr < alu! | |\VulPdady, 
x 0 


故 引 理 2.20 由 一 般 Sobolev RA W1?(0') — LUO) 的 结论 获 证 . 口 
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注 记 29 对 于 SERA, 命题 220 意味 着 各 种 各 样 的 存在 性 定理 . 例 
wm, “qe (1, 2(k 十 1)/(k 一 1)) 时 , 边 值 问题 


—Au = ul! + Au, u>0 ENQ, ulan = 0, 
对 所 有 A € (—00, A1), ARERR u ce W? (O). 


三 、 区 域 拓扑 的 影响 


悉 知 , 当 入 < 0 时 ，Brezis-Nirenberg 模型 问题 对 于 星 形 区 域 0 无 解 ; 但 对 
于 环 状 区 域 , 却 是 有 解 的 . 这 说 明 , 区 域 的 拓扑 可 能 影响 问题 解 的 存在 性 . 


1. 一 个 存在 性 定理 . 
设 有 界 区 域 Q_C R" 满足 条 件 : 存在 常数 0 < Ri < Ro < oo 使 得 


QD {x ER”: Rı < |z| < Re}, (2.56) 
QD {x ER”: |x| < Ry}. (2.57) 


现 讨 论 Brezis-Nirenberg 模型 问题 在 入 < 0 的 情形 , S p= 一 和 ,考虑 
-Au + pu =u, u>0 FEOF, ulag =0 (2.58) 
我 们 的 结论 是 
定理 2.21 Ryp>osn>4 p=0Hn=3. 则 只 要 R/R 充分 大 ， 问 
题 (2.58) 就 有 解 . 
以 下 论证 用 反 证 法 , 始终 假设 问题 (2.58) 无 解 . 现 引 进 若干 记号 . 令 


M = {u € Hg(Q): (vull? + llull? = 1}, 
Mt ={ue M:u>O}. 
显然 M 是 光滑 的 Hilbert 流 形 . 我 们 在 M EWA AK 
1 


J(u) = TTT TN? 
(Siu) 


we M. 
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2. 关于 泛 函 J HEFER. 
1? J 是 M 上 的 C2-0 泛 函 , 且 对 于 we Mt, 


J'(u) = 2 {uo JN (u) L "uN )}, 


其 中 工 = 一 人 二. & J (u) =0 当 且 仅 当 v= (JV) (udu 是 (2.0 的 解 . 
2° FARA EREM, Mt 在 J 的 下 降 流下 保持 不 变 ， 即 初 值 问题 


—=-J'(u), ulo € MT 


的 解 u(t) e M+ (关于 流 形 上 的 下 降 流 ， 见 张 恭 庆 [254]). 

3° 由 Struwe 的 全 局 紧 性 结论 一 定理 10.12, Fee I S(s, 22/"S), 2 
Pi J WRAL (PS). 条 件 . 结合 事实 2° 便 知 , 对 于 [bi be] CT, J? eT 的 强 形变 
收缩 核 . 这 里 JE = {ue My: J(u) <b}. 于 是 

引 理 2.22 假设 问题 (2.58) 无 解 ， 则 对 于 任意 [b1, bo] C (S, 27/"S), KF 
RJO 与 水 平 集 IP 同 伦 . 


4° 记 


F(u) = Javik, ue M. 


引 理 2.23 AF Q WIE RAR V, Ae > 0, 使 得 FF(JSte) CV. 


证 明 设 {up} C JSTE, 应 用 凝聚 紧 性 原理 , 根据 定理 10.11, 存在 - F 


jup BES (1/S)beg, [Vul ES dpo, 


X k= oo 时 , F(u) 一 zo， 引 理由 此 证 明 ， 


3. 试验 函数 及 相关 估计 . 
在 问题 (2.58) P, 若 将 9 换 作 Q/a I, 则 仅仅 是 将 pe PRE atu, fal 
题 不 变 ， 故 不 妨 设 
Riı= R! <1< R= R, 
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这 样 单位 球面 S"-1 C Q. 对 于 oc ES" 1,0<t<1 及 整数 k > 1, ER LE 
义 函数 ， 
DG top) > en 
注意 Whe Bow (H (2.17) 定义 ) 是 最 佳 Sobolev 常数 S 的 极 值 函数 ， 满 足 
Vee el? = UV (ene) Weli = IAIN Ert). (2.59) 
取 径 向 对 称 函 数 p, ye E€ C§°(R”; [0, 1]) 分 别 使 得 


g(x) 一 0 |z| <ï; lz) =1, 9 <I|el <3; v(x) =0, |x| 2 2; 


以 及 
p(kz), O <lļz| <5, 
pr(z) = 1, i <|z| < k, 
plłz), k <|z| < oo. 


X Up = Pk Vo 并 令 
Uk 


1/2° 
(|| Veg sl + ellug l2)” 


Cc 
Unt 


我 们 有 : 


引 理 2.24 (a) VO > 0, 3ko > 1, 使 当 k > ko 时, 关于 te MIA 
o E€ S-i 一 致 地 有 


J(u) <S+6, voes"!,vtel,1); (2.60) 


(8) 对 于 固定 的 ,Ve > 0, 37>0, 使 当 n 之 t<1 时 , XF oes! — 
致 地 有 


Jwg) < Ste, VoeS" lvk>1, (2.61) 


[Fog ~al<e, VoeS™ 1, Yk>1. (2.62) 


证 明 SEHE (2.60) 及 (2.61). RITE 
I|Vug ll2 十 pluz l? 


Te) TAR 


(2.63) 
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我 们 断言 , 当天 一 00 或 t 一 1 时 (从 而 ekt 一 0), 一 致 地 有 如 下 估计 


lugell = o( (ext)? "), (2.64) 
[Vuga = IVY - (ene)? "(1 + 002), (2.65) 
ug ell, = Ilh (er) "(1 + 0(2)). (2.66) 


将 这 些 估 计 代 入 (2.63), 并 注意 Vy? = Slv? 便 可 证 得 (2.60) 及 (2.61). 
验证 (2.64). 参照 (2.23) 及 其 证 明 可 获 证 (2.64). 
验证 (2.65) 及 (2.66). 我 们 将 证 明 


18 {Ives veel? = olek,” 2.67) 


IRF, (2.65) 便 由 (2.59) 及 (2.67) 获得 . (2.66) 则 由 (2.59), (2.67) 及 Sobolev 不 
等 式 获 证 . 


为 证 (2.67), RINER, uf, 一 vee = (Ge - Wre CM RRAAE 
Q UNR £ fa] < 1/k} U {k < |z| < 2k}, RATA 


ref SITURA + Whever + 2E Vol: VE} 
Q,UQe 
£ I +h + Is. 


4 re BY [Vor] < Ck; WSR Vg? < Ck; M Vg? = 
Cla 一 tol? |e n. 故 


ms | VP < C-k” [Bil = 00) 
In, 全 人 oe Ton) < Ck? -k”-? |Bij] = O). 
E M E, [Vg]? < C(e] - 17” € DR”), 所 以 
nè [Woke = 00), 
在 Q 上 , 由 于 |Yek| < C/k, H (2.64)， 


Iz 全 f DAZA = of (Ext)? "). 
2 
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FÆ h =Thithe =o((en)?"), h =a + he = o( (Ek)? ™). 应 用 
Hölder 不 等 式 得 


271/2 一 
Sf deh Weel vad S 2 R = ollen?) 
NUR 


HI =h ++ Is = 0((ext)?™)- 


k 


验证 (2.62) IK (2.64) 5 (2.65), Mt 一 LIN, Vogi 一 1， W3 
sppt ug, C {lz} < 2k}. 援引 (2.59) 5 (2.67), IFEK k, 


Fog) -0| <e / Voga? + f le ~ to] -|Vug |? 
\x—to|>e 
= e + Chet)" f Vue, 
|ja|>e 
<e+o(1). 
引 理 2.24 证 毕 口 


4. 定理 2.21 的 证 阴 . 
用 反 证 法 , 假定 问题 (2.58) 无 解 . 取 定 6 > 0, 使 得 S+6 < 22m5. 设 
ko = ko(6) 是 依 引 理 2.24 之 (a) 所 确定 的 整数 , 记 


TA oa 
Wi = Vko t+ 


现 假定 RR 是 如 此 之 大 , UER > 4ko, BA we € M+ c HG(Q), 且 依 引 理 2.24 
之 (a), 
J(w7)<S+6, Vte (0,1), YaceS" (2.68) 


WV 是 上 的 一 个 紧邻 域 , 使 得 


{x: jæ] < R} g V. (2.69) 
应 用 引 理 2.23, 存在 se (0,5), 使 得 
F(J5+5) c V. (2.70) 


现在 分 别 定 义 映 射 了 与 日 如 下 


f(o) Sw = Yoto O(c) = F(F(0)). 
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应 用 引 理 2.24 的 结论 (8), 存在 to € (0,1), 使 得 了 与 9 分别 满足 


flo) e IPF, Voces, (2.71) 
\O(o) -ol < 1/2, Yoes™!. (2.72) 


由 (2.71), fe C(S"-1; J+); 并 且 从 (2.69), (2.70), (2.72) 知 
(了 不同 伦 于 C(S"-1; .JS+e) 中 的 常 值 映 象 ). (2.73) 


(参见 陈 先生 [219] 11 Æ: 有 限 维 球面 间 映 象 的 同 伦 ) 现在 ， 定 义 映射 
H : [0, to] ~ C(£; M+) 如 下 


H(t) (0) S we = vhat 
显然 映射 H ERN H (0) = we, A(to) = f. 根据 ko MAH (2.68) 有 


H € C([0, to] x S71; J2*?). 


注意 到 wg = vf, o PRT o Mit <A 
( f EEF C(S" 5 J94) 中 的 常 值 映 象 ). (2.74) 


(2.73) 式 与 (2.74) 式 表明 ,水平 集 JI 与 水 平 集 PT? 的 伦 形 不 同 . 这 与 引 理 
2.22 矛盾 ,因而 问题 (2.58) 无 解 的 假设 不 成 立 . m 
注 记 2.10 定理 2.21 在 n> 3, u= 0 WAR F Coron[81]. n > 4, w > 0 


的 结论 由 二 文智 等 [241] 得 到 . 显然 %n = 3 时 ,对 于 /> 0 充分 小 , 定理 2.21 
的 结 论 仍 成 立 ^È. 


注 记 ?2.11 Bahri-Coron [31] 证 明 : RO Æ n > 3 维 有 界 区 域 , 如 果 存 在 正 
整数 a 使 得 Q W d 维 同调 群 Ag (Q, Z2) £0, 那么 问题 (2.58) 对 于 人 =0 ARE. 


注 记 2.12 当 n=3 时 , 条 件 Aa(Q,Z2) 40 (d > 0) 等 价 于 9 不 可 缩 . 所 
以 Coron [81] 曾 猜 想 : 如 果 Q 不 可 缩 ， 则 问题 (2.58) 对 于 u = 0 有 和解. 另 一 方 
iii, Dancer [84] 构造 了 一 个 例子 , 表明 不 可 缩 并 不 是 问题 存在 解 的 必要 条 件 . 
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HCR (n> 3) 是 有 界 区 域 . 记 = 2n/(n 一 2). 由 前 一 章 知道 ， 由 于 
Pohozaev 障碍 , 边 值 问题 


— Au = uT, u>0 FO, ulao =0 (P) 
当 Q 为 星 形 区 域 时 无 解 . 从 技术 层面 看 ,是 因为 其 变 分 泛 函 一 -Sobolev Rj 
2 
Q(u) = D, we HO) 
jalli 


涉及 非 紧 致 的 临界 Sobolev KA HEN) 一 LY (Q); 或 单纯 从 泛 函 分 析 的 角度 
看 , 是 因为 泛 函 Qu) 的 (局 部 ) 对 称 性 所 致 ,，Q(w) TEAE ASHE — (aE AT 
Tz ou(-) = u(a-) 
作用 下 不 变 . 这 些 事 实 导致 泛 函 Q 不 满足 PS.) 条 件 . 
对 Brezis-Nirenberg 模型 问题 的 研究 表明 , 在 方程 (P) 的 右 端 添加 -个 线性 
摄 动 , 可 以 改变 这 种 境况 . 部 分 原因 或 许 是 这 样 的 摄 动 打破 了 Q 的 对 称 性 . 
一 个 自然 的 问题 是 , 如 果 在 (P) 的 右 端 添加 其 他 摄 动 ， 情况 会 怎样? 
Brezis-Nirenberg [52] 考虑 了 摄 动 f(x,u), EXE u 一 oo IEG uN! 低 阶 ， 
在 4 一 0 时 呈 线 性 或 超 线 性 . 这 里 , 我 们 讨论 更 广泛 一 些 的 问题 : 
-Au = K(r)}u™ 十 f(x,w) EQ, 
u>0 EH, (3.1) 
u=0 在 OQ 上 . 


其 中 天 是 严格 正 函数 ，/ 是 如 同 Brezis-Nirenberg [52] 中 的 摄 动 , 这 些 将 在 稍 
后 进一步 加 以 明确 . 
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需要 指出 的 是 , 由 于 问题 (3.1) P, 非 线 性 主 项 有 因子 K, 问题 变 得 较为 复 
杂 , 即便 f= Au 也 不 简单 〈 见 Escobar [94]) . 原因 在 于 涉及 主 项 的 估计 须 用 
最 佳 Sobolev 不 等 式 , 这 就 需要 一 种 精确 . 只 有 当 K 表现 得 像 一 个 常数 时 , 我 
MAA BY 


a 本 章 关于 K 及 f 作 如 下 基本 假设 . 假定 K 满足 
kKec(Q), 0< K, Š mink < max K $ Kk. (K) 


在 讨论 存在 性 时 尚 须 对 KK 进一步 假设 . 假定 flu TRA 


f(z,u) = a(z)u + g(x, u), (f1) 
其 中 ge C(O x 恨 ), 且 关 于 xz & aA 
g(x, u) = o(u), (u — 0) (f2) 
g(x,u) = o(u"™), (u — œœ) (fs) 
而 函数 a(x) 满足 
a € L®(Q) BAF — (A +a) Æ HEQ) 上 强制 . (fa) 


注意 , 在 f(a, u) = Au 的 情形 , 条 件 (fa) BA < AL. 
因为 这 些 条 件 要 反复 提 到 , 我 们 把 它 归 总 成 一 个 条 件 一 一 基本 假设 ; 


(K), (f1)—(fa). (H) 
在 基本 假设 (H) 下 , 我 们 用 变 分 法 讨论 问题 (3.1) 解 的 存在 性 . 问题 (3.1) 
的 〈 弱 ) 解 对 应 下 列 泛 函 B E HEO) 的 临界 点 ， 
(u)=5 f vu- f {Ku - Few}, G2) 
其 中 F(u) = fy f(z,t)dt. 在 基本 假设 (K) (f1)—-(fs) F, © Æ HUO) 上 的 


C! za re 章 曾 指出 的 一 样 , 泛 函 更 不 可 能 满足 全 局 的 (PS.) 条 件 . 这 
就 入 要 作出 一 系列 精细 的 估计 . 

本 章 第 一 节 是 变 分 框架 , 主要 是 Brezis-Nirenberg 判 据 . 第 二 节 专 论 问题 
G.D 解 的 存在 性 , BÆ n > 5 与 低 维 n= 4 和 n= 3 的 情形 有 不 同 的 结论 . 第 
“TW ARE, 提供 两 个 实例 ， 非 线性 特征 值 问题 及 Ambrosetti-Prodi 问题 . 


第 3 章 一 般 临界 非 线性 椭圆 方程 .79. 


第 一 节 ” 变 分 方法 


一 、 存 在 性 的 Brezis-Nirenberg 判 据 

Brezis-Nirenberg [52] 运用 山路 引 理 得 到 问题 (3.1) 解 的 存在 性 的 一 个 判 据 ， 
是 Aubin 型 判 据 的 推广 , 是 传统 变 分 法 的 一 个 突破 ， 

1. 判 据 ， 我 们 有 

定理 3.1 (Brezis-Nirenberg [521) 在 基本 假设 (H) 下 假定 存在 vo < 
HL(Q), 0# vo = 0, 使 得 


sup B(tvo) < LiKe “NS? A ALK, (3.3) 
t>0 n 
那么 问题 (3.1) 至 少 存 在 一 个 ( 弱 ) 解 . 
注 记 3.1 4K =1, M f(z,u)= aleju 时, 条件 (3.3) 简化 为 


Qa(vo) < S, 


其 中 Qalu) 已 在 63 页 由 (2.35) 定义 . 特别 如 果 此 时 a(x) = A, 条件 (3.3) 进 一 
步 简 化 为 Qa(vo) < S, BIS) < S. 


确实 ,我们 有 
t2 t’ 
(tm) = 5 f {ool = and} = oolly. 
在 vo 固定 的 前 提 下 , ©(tuo) 是 上 的 函数 ， 并 且 取 得 最 大 值 
1 n 
sup (tvo) =o CACIK 


定理 3.1 的 证 明 依 赖 于 山路 引 理 . 山路 引 理 表明 ， 如 果 我 们 能 够 找到 
HEQ) 中 的 球 B 使 得 


inf @(u) = p> 0 = &(0), (3.4) 
3 vgB 使 得 Ov) <p, (3.5) 
则 c inf max ®(u) > p (3.6) 


PEF uE P 
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是 下 的 渐 近 临界 值 , 即 存在 uy © HiO) 满足 
(uj) 一 c, ®'(uj) > 0 Æ H F. (3.7) 
在 (3.6) 式 中 ， 多 表示 空间 AA (Q) 中 联结 0 与 v 的 所 有 道路 PP 的 集合 . 
定理 3.1 的 证 明 为 讨论 正解 方便 , ACW, 用 下 列 泛 函 J: 


1 1 
— 3 [vee -Ke + F(x,u)}. (3.8) 
Wt ut = max{u,0}. 由 于 我 们 是 讨论 正解 , 故 f(z,w) Eu < 0 时 的 值 与 问 
WAER, RANS f(x,w) 三 0 如果 w <0. 
证 明 分 三 步 ， 第 一 步 是 验证 山路 引 理 的 各 条 件 ; 第 一步 是 验证 由 山路 引 理 
便 定 的 渐 近 临界 点 列 wj 收敛 于 J 的 临界 点 4， 最 后 第 三 步 证 明 ww 关 0. 


第 一 步 . 任 给 e > 0, 根据 条 件 (万 ) 一 -( 广 ), 存在 常数 C > 0, 使 得 


g(x, u) < elul + Cluj, V(z,u) €QxR, 


IAL if | c 
F(z,u) < AG 十 E)lu + vile V(x,u) EQxR. 


SHIA (fa) 存在 正 数 4 及 ww 使 得 


/ve 一 au?} > wf |\Vul? > w fiè, Vu € Hy(Q). 


Lf 
J(u) > 5 / (Ye 一 (a + e)u a) -e f". 


We = p/(2u') È A, H Sobolev 不 等 式 Sllul|%， < ||VullZ, 我 们 有 


内 此 有 


J(u) > AllVull5 — Bi Vull’, vue HEQ), (3.9) 


ae 半 答 适当 小 中 心 在 原点 的 球 BOC HUQ) 及 常数 p > 0 使 得 (3.4) 成 立 . 
MAER :个 ve HEQ), 0 关 v > 0, 根据 (3.9)， 有 


lim J(tv) = 一 co. 
t 一 十 DO 


因而 满 忠 条 件 (3.5) 的 v 有 无 限 多 , 然而 ,为 完成 证 明 , 须 按 判 据 (3.3) 来 选择 
特殊 的 v. 
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现在 , Hv = tovo 其 中 v 满足 条 件 (3.3), to 充分 大 使 得 v g B, H 
J(v) = O(v) < 0. 选 定 这 样 的 v, W (3.6) 对 c 的 定义 , 条件 (3.3) 可 写 为 ， 


e< An K (3.3) 


第 二 步 ， 由 山路 引 理 , Ju © HA(Q), 使 得 J(wj) > e J(u) 一 0, 即 


1 1 
5 f |Vu;|? — f {NK )" 十 P(x, uj)} =c+o(l), (3.10) 
| —Au; = K(ut) m 十 f(x, u;) + Cj. 
(3.11) 
其 中 忆 一 0 EHH. 
IE u; 在 HAO 中 有 界 ， 即 证 
\|Vujllo < C. (3.12) 
确实 ,以 u; RATE (3.11) 式 两 边 , 积分 得 
[iver = J {KUPN + Flaw, uj)uy} + (uG). (3.13) 


从 (3.10) 及 (3.13) 中 消去 积分 f (Vu; [? 项 , 我 们 有 
> [ Ku” < /Fe _ f(z, wi)u} + O(D) + o(||Vujllz). 814 
根据 (fo), 对 于 < > 0, 存在 正 的 常数 C 使 得 ( 注意 f(z,4) = f(a.ut)) 
|F(u;)| + [f (a, vw)ul < (wf) + Cut, 


于 是 


[front vem} se fe fy eas 


E e> 0 充分 小 , 注意 到 K, < K(x) < K*, 由 (3.14) 与 (3.15) 便 得 
fep“ < C + C||Vu;]l2. (3.16) 


结合 (3.10), (3.15) 与 (3.16) 便 得 (3.12). 
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现在 可 以 抽取 子 列 , 仍 记 为 uj 使 得 


{ uj Su fE Ho ¥, 
uj ru E LPP (p< N), 
uy P> u EOP, 
(ut) NT Ss (uty 在 (LN) 中 ， 
jz) = f(z,u) ELN. } (limit) 


RIA u > 0. 确实 , 在 (3.11) 中 取 极 限 , 得 


—Au = K(ut)%7! + f(a,u) 


上 式 两 端 乘 以 (此 时 右 端 为 零 )， 积 分 得 Vu | 上 * = 0, 从 而 = 0, B 
u>0. 从 而 满足 方程 


—Au = Ku + f(a,u). 


我 们 党 证 明 u AO, 如 此 , 根据 极 大 值 原理 %w> 0 FO. 
BEP uot. 用 反 证 法 , 假定 =0, 那么 wj => oE L P, h 
(3.15), 我 们 有 
f (uj)u; = o(1), J Few) = o(1). (3.17) 
通过 继续 抽取 子 列 , 我 们 不 妨 设 
[ive =6+ ot), £>0. (3.18) 
由 此 根据 (3.13) 及 (3.17) 得 
ca = ¢+0(1), (3.19) 
再 由 (3.10) 得 ，24 = c. 但 另 一 方面 , 我 们 有 


+N 2/N x = 2 1 *\ 之 2 
[Jre] < lulk s SAF IVI G20) 
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其 中 (3.20) 式 的 第 二 个 不 等 式 系 最 佳 Sobolev FSR. $ j 一 0, H (3.18), 
(3.19) 及 关系 《二 nc 得 


tnx < 2(K*)¥e <=> c>—(K*) NS? =AnK, 


S Tn 
与 条 件 (3.3) 矛盾 , Wu £0. 
2. 一 个 紧 性 结论 . 


通过 山路 引 理 所 得 泛 函 更 的 临界 点 , 即 问 题 (3.1) 的 解 u 还 具有 如 下 特性 
TA B(w) 二 c BA Ou) <c- Ank. 
在 f(z, u) 满足 一 定 的 结构 性 条 件 下 , 第 二 种 情形 可 以 排除 , 比如 , 在 的 原 函 
数 已 满足 如 下 条 件 
F(z,u) < Seut Ku, Vur>0kreg, (3.21) 
就 可 以 排除 掉 第 二 种 情形 . 事实 上 我 们 有 


命题 32 Æ f(c, u) 的 原 函 数 F(x u) 满足 结构 性 条 件 (3.21)， 则 对 于 每 
一 个 满足 条 件 (3.3) 的 c, D 满足 (PS), 条 件 . 


HEPA 设 J (uj) 一 c Juj) — o0. 如 同 定理 3.1 的 证 明 中 一 样 ,通过 抽 子 
列 , WR uj u F H) (limit) 诸 式 , 且 以 >0 是 方程 (3.1) 的 解 ,于 是 


[iver = JAEK + fuu}, (3.22) 
这 样 


Blu) = /fw Ku F(e,u)} 
- Je" + 5f(x,u)u~F(w,u)} >0. 
后 一 个 不 等 式 由 条 件 (3.21) 而 来 . BERK, 与 (3.17) 的 证 明 类 似 , 我 们 有 
[sear = f teu + ol), J Plow) = f Fæ) +000). (3.23) 
Soj =uj~u, WO; OF Hi P, RITE 


[iver - f vu five)? +00), (3.24) 
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此 外 根据 Brezis-Lieb 引 理 (du = Kdr ) 
[Rup = fer + [ KOD” + o(1), (3.25) 
结合 (3.10), (3.13) 及 (3.23), (3.24), (3.25) 得 


®(u) + J {3lvoip 一 yk et)"} =c+0(1), (3.26a) 


faver — Ku — fæ uu} + J {1v0 - KOH} = o(1), (3.26b) 
根据 (3.22), (3.26b) 式 化 简 为 
[iver = fee +o(1) = ( 设 ) = 1+ o(1), (3.27) 
从 而 (3.26a) 变 为 
®(u) + f vo = c+ o(1). 
n 


于 是 , (u) =c- (1/n)l. 从 (3.27) 出 发 , 应 用 Sobolev PER, 类似 于 (3.20), 
可 得 SPIN < (K*)2/N1， 从 而 如 车 1 AO, WL > (KYNS, ARR 
®(u) < c- An <0, 矛盾. 所 以 ! = 0, 这 样 便 完成 命题 的 证 明 . 口 
3. 判别 的 简化 . 
直接 检验 定理 3.1 中 的 条 件 (3.3) 有 时 比较 困难 或 不 便 ， 当 f(x, u) 满足 非 
负 条 件 时 , 我 们 可 以 通过 下 列 命题 3.3 中 的 不 等 式 (3.30) 去 间接 检验 . 记 
Bw) = fV, X@) = (f Kl wy (3.28) 


命题 3.3 EARR (H) F, 我 们 进一步 假设 : 存在 以 茶点 Zo E 中 为 中 
心 的 球 B(zo) CQ 使 得 


f(z,u) 20 V(r,u) € Bio) x Ri; (3.29) 


Rik v € HAQ) 满足 0 去 v > 0, spptv C B(zo). A 


sup &(tv) < slr - /ea (3.30) 
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证 明 事实 上 , 我 们 有 


(tv) = stE(v) — Nix w- J F(z, tv) 


本 
ty > 0,， 这 是 因为 ~-(A+oa) 强制 , 及 gle, u) 在 4 二 0 附近 属于 o(w). 因而 


qet) =0 E t= ty > OX. 
tyE(v) —t¥- [XE 一 J fat =0 


因 右 端 积 分 非 负 , 我 们 有 
[B(w)] "29/4 


PSSE TRO 
|| t AY ek ae 
N/2 
EO) ACO 在 区 间 [0, 74] 上 单 增 
因此 我 们 有 
、 Ev) 2 ve 
sup ®(tv) < DT X- | Pleta) 


_1fE@)]"? 1 TEW)?” o. 
= 了 ~ “yg [ Fete) 
合并 上 式 右 端 前 两 项 便 获 证 命题 . 


注 记 3.2 当 f(x, u) 在 下 方 被 某 个 非 负 函 数 (u) 控制 时 ， 即 


f(a,u) > f(u) 20, V (x,u) € B(z0) x Ry, 


判别 可 继续 简化 为 


其 中 F(u) 是 flu) HRA, F0) = 0. 


(3.31) 


(3.32) 


(3.33) 


- 86 . 变 分 法 与 临界 非 线性 


从 判 据 (3.3) 的 形式 及 命题 3.3 的 (3.30) 来 看 , 我 们 有 理由 使 用 上 一 章 类 型 
的 试验 函数 we (ae) (JL p.56 的 (2.20) 式 ). 


命题 3.4 在 基本 假设 (H) F, 我 们 进一步 假设 : K 在 zo € 人 2 处 取得 最 大 
值 ，f (x,t4) 在 以 ro 为 中 心 的 球 Bos CO AM —W u FF fl. 不 妨 设 ro = 0， 取 
Ve = Uef/ VX(ue),， A) 


sup ®(tve) < = [Fto.)]" = | Fle teve), (3.34) 
t>0 n 
其 中 tc ABA tio 更 (tue) 取得 最 大 值 的 点 . 此 外 ,， 当 = 上 0 时 ， 


te > to > 0. (3.35) 


证 明 我 们 只 须 证 明 (3.35). 在 zo = 0 ME, K(x) = K* +0o(1), 根据 前 一 
章 的 估计 (2.21), (2.22) 及 (2.23) 不 难看 出 
E(ue) N 


Elve) = Fey = (K*)"*S+o(1), vell =o(1). 


因 X(ue) =1, FH 3.31) 得 

N-2 1 

Es mt “— 元 J etev =0, 

其 中 E; = E(ve). 因此 ,要 证 明 (3.35) 只 须 证 

1 

= | tlasteve)u 一 0. (3.36) 
Vn > 0, 根据 基本 假设 , 存在 常数 C > 0 使 得 (参见 (3.15))， 

| FE teve)teve < ntl oNN + Cello, 


Al X (v) = 1, Ec 及 |lvel|w BAR, 故 由 (3.32) Mt. AR. WHERE (3.36), 
命题 得 证 . 口 
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Z., 基本 估计 
面 对 问 题 (3.0， 在 做 估计 时 ，K(z) 的 影响 主要 来 自 其 取得 最 大 值 的 点 
zo E€ 人 附近 的 性 态 . 为 讨论 方便 , 我们 设 K(x) RH, 且 有 一 个 最 大 值 点 
zo 位 于 人 9 内部. 此 时 自然 地 VK(zo0) = 0, K 在 ro 处 一 阶 平坦 . 
我 们 将 会 看 到 , 车 K(x) 在 xo taR (V K (zo) = 0), W K(x) Æ 
同 常数 , 若 n > 5, 则 任何 符合 基本 假设 的 非 负 扰动 f(x,w) 都 使 得 问题 可 解 . 
当天 在 ro 处 一 阶 平坦 时 , Æ n= 4, 则 问题 对 渐 近 线性 (包含 线性 ) 及 超 
线性 扰动 fleu) 可 解 ; 若 n > 5, 则 问题 对 超 线性 扰动 f(x,v) 可 解 . 
在 假设 V2K(xo) = 0 (此 时 必 有 V3K(zo) = 0) Fs n> 5, 问题 对 渐 近 线 
性 及 超 线性 扰动 f(x, u) 可 解 . 其 余 情形 则 相对 复杂 ， 
1. 基本 估计 . 
我 们 继续 沿用 前 章 符号 , Y B We 由 p.56 (2.17) HM, be Sele. Ue 
FH p.56 的 (2.20) 定义 . 
前 一 章 我 们 已 经 得 到 ||Vuell2 及 luel? 的 估计 (I (2.21) 及 (2.23)), 为 方 
便 , 现在 重新 列 出 : 
[Vuell = (Vlie + O(1), n>3, (3.37) 


Ine*"™+0(1), n>5, 


luel = 4 Ig|loge]+O(1), n=4, (3.38) 
O(1), n= 3, 
HHL, ERSEK n 有关 的 正 数 . 


为 给 出 X (ue) 的 估计 ,我们 需 对 函数 K(x) 作出 一 些 假设 . 假定 K(x) 在 
某 个 内 点 zo € Q 处 取得 最 大 值 , 为 方便 , 不 妨 设 zo = 0, 并 且 K(x) 在 该 点 满 
足 一 定 的 平坦 条 件 ， 即 

K(x) = K*+O(|z2|*), k>0. (3.39) 
这 里 上 不 必 是 整数 ，K* = K(0) = max, 9 K 在 这 样 的 前 提 下 , 我 们 有 

命题 3.5 设 KK(z) 在 z=0 处 取 最 大 值 K* 且 满 足 平坦 条 件 (3.39). I ue 
为 (2.20) 式 所 给 试验 函数 ， 则 对 于 即 二 3 有 
O(e™ 2), k>n-2, 


3.40 
O(e*), k<n-2. (3:40) 


Elve) = aytsa d 
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证 明 事实 上 , 我 们 有 下 列 估计 


O(e?), k>n 
X (ue) = (K*)¥ |lul|2,e2-" + ¢ Ole2 loge), kan 


O(eRt2-”), k<n 


因此 ， 由 (3.37) 及 (3.41) 便 可 得 出 (3.40). 


今 往 证 3.41). Al we 从 而 ve 在 Bs 外 有 界 , 而 在 Bs 上 ws = de, HK 


f Kui = f x\vel +00, 
Q Bs 
HH K(x) 的 展 式 得 


N (K* + O(|a|*)) da 
J K =J (24 |z|" +0(1). 


但 ( 见 (2.22) 式 及 其 证 明 ) 
Krdr ON 
| eri = Wwe" +00, 


m“ k> nht, 我们 有 2n 一 k <n, 所 以 


[zl*dz f dz 
aoe se a ol); 
f, (e? + |z|2)” Bs |x |2"—* ( ) 


|z| dæ B [ r2n-ldr . 
Ja er rh = lone) 
“Mk<niy, 


[zl*dz [zl*dz — k-n 
Í, (e4 je 上 (22 + Jal?” + O(1) = O(e"™). 


因此 在 各 种 情形 , 都 有 估计 (3.41). 


(3.41) 
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2. Brezis-Nirenberg 的 充分 条 件 . 
将 命题 3.4 与 3.5 HAA, 便 意味 着 各 种 存在 性 结论 


引 理 3.6 ”在 基本 假设 (H) 下 ,进一步 假设 : KK(z) ÆRA o EN 取 最 大 值 
K* 且 满 足 平坦 条 件 (3.39); 存在 f(w) 使 得 在 以 原点 为 中 心 的 某 个 球 已 CQ 上 


f(z,u)>f(u)>0 YreB, u20, (3.42) 
如 果 f(u) WR HM Flu) = fE f(s)ds 满足 下 列 条 件 之 一 


on | F (ġe) dz > œ WE k>n-2, (3.43a) 
B 


e f F (Qe) dz 一 co wR <n —2. (3.43b) 
B 
那么 判 据 (3.3) 成 立 ， 而 问题 (3.1) 有 解 . 
证 明 首先 指出 , Æ (3.43) 成 立 ， 则 将 B 换 作 任 一 球 B, 也 成 立 . 这 是 因 
为 ， 在 B, 外 ， Pelz) < Cetn—2)/2, 根据 条 件 (fz), 有 F (9e) 一 Ofen 一 2 
取 6 充分 小 , 使 得 Bos C B. 根据 命题 3.4, 命题 3.5 及 注 记 3.2, 
O(e""?), k>n—2, 
O(e*), k <n 一 2. 
te > EXZO, 在 Bs 内 , RATA we = we， 所 以 根据 (3.41), 
> Cep = Che. 


Ve 二 2 
VX 
因此 , 在 Bs A tev, > Ade, A > 0 是 常数 . 于 是 根据 FF(w) 的 单调 性 


上 F(teve) > J F(Age) = a7" J, F (dee), 


Hepa = AVC”), 我 们 有 


sup (tvs) < An, K — Í F (teve) + { 
t>0 Bs 


{ O(e”~*), k >n — 2, 
O(e*), k <7 一 2. 
根据 (3.43) 对 于 充分 小 的 e, HH (3.3) 成 立 . 口 


sup ®(tve) < An 天 一 a f F (bac) + 
t> 


aĝ 
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第 二 节 ”各 种 存在 性 结论 


本 节 我 们 将 按照 摄 动 项 f(x, u) 的 “显著 程度 ”, 在 (zx) 的 某 最 大 值 点 ( 设 
为 oe 9, 且 总 如 此 假设 ) 足够 平坦 的 条 件 下 展开 讨论 . 我 们 总 假设 
K(0) = K* =supK(z), o€ 9, 
K(x) = K*+O(|a\*), (k> 1), 
其 中 大 不 必 是 整数 . 我 们 称 KK 满足 k 阶 平坦 条 件 , 如 果 条 件 (flat) 成 立 . Escobar 
[94] 曾 指 出 , 一 定 的 平坦 条 件 对 解 的 存在 性 是 必要 的 . 


(flat) 


一 、 情形 n>5 
1. 小 扰动 显效 的 情形 . 


接 下 来 的 定理 3.7 表明 , 只 要 KK 在 某 个 最 大 值 点 足够 平坦 , 则 不 论 摄 动 项 
jz,u) 多 么 微不足道 , 大 挑动 更 不 例外 , 均 使 问题 (3.1) AAR. 


假定 f(z, u) 除 满 足 基 本 假设 ( 户 ) 一 ( 户 ) 外 还 满足 
| 个 VzeB, Vu>0, 


(3.44) 
f(z,u) >u>0, vreB,vuel, 
其 中 B CO 是 中 心 在 原点 o HER, TC (0, co) 是 某 一 非 空 区 间 ， 


定理 3.7 在 基本 假设 (万 ) 下 , 设 f(z, u) HR (3.44), R K(x) 满足 及 > 号 
阶 平坦 条 件 (flat)， 则 问题 (3.1) 有 解 . 


证 明 由 条 件 (3.44) 可 看 出 
f(x,u) > uxr(u) = flu) Vee B, Vu>0, 
其 中 yr 是 了 的 特征 函数 . 因而 存在 常数 8 > 0 及 b> 0, 使 得 


F(u)>68>0, YuÈb. 


到 n> 0 充分 小 , (he <n, 使 得 当 |z| < Yne 时 ，de(z) > b, 从 而 此 时 
P(e) > 8. 于 是 


= f 下 (ge)dz > et | B > Ce/2)-k, 
B Be 
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k > n/2, 上 式 右 端 趋 于 无 穷 大 , 即 (3.43b) pear ALA n > 5, 可 设 k <n-2), 
应 用 引 理 3.6 便 完成 定理 的 证 明 . 口 


例 3.1 K=1, fav /lt+ut) 满足 定理 3.7 的 条 件 . 


2. 渐 近 线性 扰动 显效 的 情形 . 
在 小 扰动 情形 ,要求 Ka) 有 较 高 阶 的 平坦 性 ,在 大 扰动 情形 ， 则 可 大 大 
降低 平坦 性 的 要 求 . 
对 于 flr, u) 除 基本 条 件 (及 ) 一 (fa) 外 , 假定 它 还 满足 
f(z,u)>0, vreB,vu>d0, 
Hoy > u, Vee B, Vu>b, 
其 中 BC Q 是 中 心 在 原点 o HRR, A, b 是 正 的 常数 . 
定理 3.8 在 基本 假设 (H) F., 设 f(x, u) 满足 (3.45), 设 K(x) 满足 k>2 
阶 平坦 条 件 (flat)， 则 问题 (3.1) 有 和解 . 
证 明 由 条 件 (3.45) 可 看 出 
f(t, u) > A(Xp0))u = flu), Vee B,Vu>d0. 


(3.45) 


MA u > 2b f(u) MRR F(u) = fo f(s)ds we 
F(u) > (\/4)u? 全 Agu?. 


另外 (参见 定理 3.7 的 证 明 ), RE e> 0 适当 小 , 则 当 |z| <e 时, (x) > 2b, 
Mil F(p) > agi 于 是 


n—2 
Fige) > 入 2 一 | en dr 2 
I (ge) 2 off bz = ro p. (2 + |x|?) © Aole", 
其 中 了 = fp (14l) dr. A k> 2, 故 当 e 一 0 时 ， 
f F(de) > Aole? E > o0, 
B 


即 (3.43b) 成 立 《 因 为 n> 5, Yk <n—2), 应 用 引 理 3.6 便 完 成 定理 3.8 的 
证 明 . 口 


例 3.2 设 玉 满足 > 2 阶 平坦 条 件 (fat), M 了 = Auw àe (0, Xi)， 符 合 
定理 3.8 的 条 件 . 
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3. 超 线 性 扰动 . 
假定 扰动 f(x,4) Æ u = co 处 以 超 线性 增长 ， 即 
Vine vies Vee B, Vu>0, 


lim f(z,w/u=co 关于 ze 也 一致， G46) 


其 中 B Cc 是 中 心 在 原点 o HJER. 

定理 3.9 在 基本 假设 (H) F, 设 f(z,w) 满足 (3.46), 设 K(x) 满足 k= 二 2 
阶 平坦 条 件 (flat)， 则 问题 (3.1) 有 解 . 

当 K(x) 在 其 最 大 值 点 o 处 二 阶 可 微 时 ,2 阶 平坦 条 件 自动 满足 .从 这 个 
意义 上 说 , 定理 3.9 是 最 佳 结论 . 

证 明 我 们 将 以 k= 2 验证 (3.43). W flu) = inf f(z, u) MHz eB 
Inf, f(x,u) > flu) > 0, HIRIE (3.46), lim f(u)/u = oo, 因此 


T(u) = F(u)/u® =œ (2 一 oo)， 


其 中 Fu)  f(u) Ree, F(0) = 0. 因为 当 |z| <e gelr) 一 00, 车 记 


Te = inf T(¢,(2)), 


Izl<e 


则 到 一 oo. 我 们 有 
也 一 2 
F - 2 E dz 2 
上 (Qe) > f, 了 (4e)o2 = r f DTe. 


e (€? 十 | 


Heath = fg (+ lep) "de. 于 是 , 当 < 一 0 时 ， 
ef F(¢z) > hT- > 00, 
B 


RY (3.43b) 对 于 二 2 成 立 (注意 n> 5), 应 用 引 理 3.6 便 完 成 定理 的 证 明 . o 


例 3.3 KK CEC?*(0)， 且 在 某 个 内 点 取 最 大 值 ， 则 平坦 性 条 件 自动 满足 此 
时 f(z,u) =u, 1 <g<N 一 1, 符合 定理 3.8 的 条 件 . 


例 3.4 K A) 3.3, f(z,u) 二 wlog(1 +u) 符合 定理 3.8 的 条 件 . 
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二 、 情形 n= 二 4 


E n = 4 的 情形 , 我 们 没有 小 扰动 的 结论 . 但 对 于 渐进 线性 (包括 超 线性 ) 
扰动 , 我 们 有 一 个 较 好 的 结果 . 就 平坦 性 而 言 , 下 面 的 定理 3.10 是 最 佳 的 . 


我 们 设 f(x, u) 除 满足 基本 条 件 (及) 一 (fa) 外 还 满足 


f(z,u) > 0, Vre B,Vu>0O, 

(3.47a) 
f(a,u)>Au, Vae B, Vue fb, oœ), 
f(au)>0, vreB,vu>d0, 

(3.47b) 
f(z, u) > Au, Vee B, Vue [0,5], 


其 中 B c 9 是 中 心 在 原点 o HJER, A, b 是 正 的 常数 . 


定理 3.10 在 基本 假设 (H) 下 , 设 及 满足 kk 二 2 阶 平坦 条 件 (Aat), wR 
fiz, u) 满足 (3.47a) 或 (3.47b) 之 一 ， 则 问题 (3.1) AM. 


WEAR 由 条 件 (3.47) 可 看 出 ，f(z,4) > AXru £ flu) 在 Bx (0,00) 上 成 
WL. 其 中 了 或 者 是 区 间 [b, 00) 或 者 是 区 间 (0, 6]. 因此 ， 当 (3.47a) 或 (3.47b) 成 
立时 , 分 别 有 
F(u) = (A/2)(u? — b°), Vu >b; (3.48a) 
F(u) = (0/2)u?, VO<su<b. (3.48b) 


情形 1 . 当 (3.48a) 成 立时 , 存在 只 依赖 于 5 的 常数 n> 0, E jel < Ye 
INTs de(x ) > 2b, => F(dbc) > (和 /名 如 ,从 而 


和 2_A e2dz 
TROE it, ih, reer 


_ Ae? pv rie war3dr 
~ 4 Jo (1 + r?) 


= Age?| log e| + O(c’), 


e? f Fibo) 一 00; 
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情形 2 ” 当 (3.48b) 成 立时 ,存在 充分 大 的 常数 4 > 0, W4 |x| > V4e 
时 , elz) <b, => FP(Ge) = (XM2)92， 从 而 


入 e2dz 
一 2 一 一 — cm 
人 Flee) >3 / P= 9 / Crary 
r Ae<|z|<6 VAE<Iz|<S 


_ de? 5/e war3dr 
2 Ja l +r? 
其 中 ho = (1/4)Xws. TH, Se OWN, 


= Aoe?|loge| + O(e2)， 


e=? f Ple) > o. 


故 在 两 种 都 有 (3.43a), 应 用 引 理 3.6 便 完成 定理 3.10 的 证 明 . 口 


例 3.5 (Escobar [94]) K EC2(9)， 且 在 某 个 内 点 取 最 大 值 ， 则 平坦 条 件 
自动 满足 jz 四) = Xi 0< 入 < 和 Xi， 符合 定理 3.10 的 条 件 . 


青 形 n = 
n=3 的 情形 仍 表现 得 相当 精细 . 有 两 个 结论 , 超 三 次 扰动 和 次 三 次 超 线 
性 扰动 (最 精细 的 情形 是 线性 扰动 ). 
1. 超 三 次 扰动 . 
假定 扰动 f(x,4) TE u = oo 处 以 超 三 次 增长 ， 即 
f(x,u) > 0, Yre B,Vur>Qd, 
. z 、 (3.49) 
| lim f(z, /Ww =o, 关于 ze 也 一 致 . 
其 中 BC Q 是 中 心 在 原点 。o 的 球 . 


定理 3.11 在 基本 假设 (H) F. 设 K 满足 上 二 2 阶 平坦 条 件 (Aat), f(a, u) 
满足 (3.49)， 则 问题 (3.1) 可 解 . 


注意 , 4 K(x) 在 其 最 大 值 点 o 处 二 阶 可 微 时 , 平坦 条 件 (flat) 自动 满足 . 
从 这 个 意义 上 说 , 定理 3.11 是 最 佳 的 . 
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证 明 id inf f(x,u) = f(u) (> 0), 根据 (3.49), Jim f(u)/u = 00, 1K 
T(u) ê F(u)/ut >œ (u= oo), 


其 中 FF(w) = fy f(t)dt. 因 当 |z| <e 时 , e(z) 一 00, Frid 


T= inf F(¢<(z)), 


WT. 一 co. 我 们 有 


4 ede 
[Fe 2 f, T (be): = of F je = h Tee. 


其 中 h = fa, (1 + |z|?)~2 dz. 于 是 ， 当 e—0 时 ， 
| F(¢¢) > hT; > œ. 
B 
EN (3.43a) 成 立 〈 注意 大 = 2, 2 一 n = —1), 定理 3.11 由 引 理 3.6 获 证 . o 
2. 次 三 次 扰动 . 
引进 参数 jy > 0, 并 令 f(z, u) = a(x)ut glz, u). 设 


g(z,u) >0, vreB,vu>d0; 
(3.50) 
g 


(z,u)>0, Vae B, Vue l. 
其 中 B CO 是 某 个 球 域 , TC 了 + 是 非 空 区 间 ， 


定理 3.12 设 f(z,4) = a(x)ut pg(z,u) 满足 条 件 (用) 一 (及) 及 (3.50), 
设 K(x) 满足 条 件 (K) MAL uo > 0, 使 得 当 p > jo 时 间 题 (3.1) 有 解 . 


例 3.6 定理 3.12 的 成 立 不 必 有 K 的 平坦 性 条 件 ，f(z,w4) = 和 Mu 十 jus 符 
合 定理 3.12 的 条 件 . 其 中 入 E (-00, 和 1), 1<g<3. 


例 3.7 设 n=3,1<gq<3, 考虑 下 列 问题 
-Au =u + pul, u>0 在 QQ 中 ， wlan =0. (3.51) 


根据 定理 3.12， 存 在 uo > 0, 使 得 当 凡 > Ho 时 问题 (3.51) 有 解 . 
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另 一 方面 ，Brezis-Nirenberg [52] 引述 了 - -个 数值 计算 结果 , 它 显示 , 当 0 
一 球 域 时 , 会 有 下 列 结论 : 
(a) 当 g = 3 时, FE po > 0, 使 得 当 j > ko 时 , 问题 (3.51) 有 了 唯一 解 ; 
4 u < uo 时, 问题 (3.51) 无 解 . 
(0) 当 1<g<3 时 ， 存在 mo > 0, 使 得 当 j = Ho 时 , 问题 (3.51) 有 唯 -- 
fit; i u > wo 时 , 问题 (3.51) 有 两 解 ; 5 u < po 时 , 问题 (3.51) 无 解 . 


命题 3.13 设 中 是 关于 原点 0 的 严格 星 形 区 域 , 1 < gq < 3. 若 问 题 (3.51) 
Af u, Rl u > uolh, q) > 0. 


命题 3.13 说 明 在 定理 3.12 中 引入 参数 /是 必要 的 . 


证 明 (Mat g = 3 的 情形 给 出 证 明 ， 其余 情 形 稍 许 简单 . 应 用 Pohozaev {ii 
等 式 , 然后 由 Hölder 不 等 式 及 Green 恒等式 得 


du\2 2 
uf ui = 2 (x - (5) > (| Aul) ， (3.52) 
Q an Ov Q 


由 方程 3.51) 得 |Aw| > 由， 因而 


ullulli > Cilu? (3.53) 


设 G(r, u) 是 区 域 0 上 Laplace 算 子 A 的 第 一 类 Green 函数 ， 则 有 Green 表示 
( 见 Gilbarg-Trudinger [106] ) 


ulz) = [ G(x, y) Auly)dy. 


HF |G(a,y)| < Cla -yt 3 


ftw 


u(x) < C(e) *|Au(a)), 


注意 到 |z|-1€ L3, (99 LP 空间 的 定义 见 p.38)， 由 广义 Young 不 等 式 ( 见 p.336 
命题 C.10 ) 得 


[us < C [le] |] Aule. 


-是 根据 (3.52) 又 有 
uliuli > Clulz. (3.54) 
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将 (3.53)M4 与 (3.54)3/4 ARE 


ullullt > Ct’ lelé”. 
但 另 一 方面 , 我 们 有 如 下 插值 不 等 式 (证 明 见 本 节 末 p.98 ) 

lulls < Chad? luli”. (3.55) 
F#uw>c>od, C RRT ¢ ORB q=3) RQ. 口 


定理 3.12 的 证 明 ”我 们 将 用 与 以 往 不 同 的 试验 函数 ， 直 接 验证 判 据 (3.3) 
成 立 . 不 妨 设 oe B.S 


volz) = a(z)lzl 一 
Hpi<k<1/2,0€%,(B), a(0)>0 A [f Kvf =1. 我 们 有 
P (tvo) = zat 一 e — u | Gla, tw), 


其 中 4= f |Vuo|? — avè}. 将 证 明 : 
lim sup Py (tvo) = 0, (3.56) 


BOO z 
若 此 , 判 据 (3.3) 便 对 充分 大 的 1/ 成立, 定理 3.12 因而 得 证 . 


首先 注意 ，lime oo Oy (tuo) = 一 00， 因 而 supzwo (tvo) ERNA PR 
t = tu 处 取得 ， 故 


tA- ti- u | g(x,tuvo)vo = 9, (3.57) 
ale ty < A4, 从 而 
lim t, = 0. (3.58) 
[4-00 


PASE, WU AR, ATP SI y 一 oo 使 得 如 > bL 根据 3.57) 就 有 
J 9(x,lvo)vo = 0, 与 vo 的 选择 ( 值 域 含 盖 整 个 Ry) 和 (3.50) 矛盾 . 
最 后 ,由 于 


1 
sup (tvo) < =At? 一 Le 
D ul 0) 全 人 gE 


从 (3.58) 便 推 得 (3.56). 口 


在 结束 本 节 前 ， 我 们 给 出 一 个 推论 ， 以 资 下 节 之 用 . 
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推论 3.14 kn >3HiR K =1. 如 果 f(s, u) 除 满足 基本 假设 (有 1) 一 (f4) 
外 还 满足 : 存在 球 BC Q 使 得 


f(z,u) > 0, VreEB, Vu>0; 
(3.59) 
| im CY > C， 关于 ze B 一 致 
人 一 oo U 


其 中 C>0 是 常数 ， 则 问题 (3.1) AM. 
证 明 情形 nn > 5. 条 件 (3.59) 意味 着 存在 充分 大 的 实数 a, bp， 使 得 当 
E fa, b) WY, f(z, u) > 1, 即 条 件 (3.44) 成 立 . 应 用 定理 3.7 获 证 推论 . 
情形 n= 二 4， 此 时 NN = 4, 条 件 (3.59) 意味 着 f(x,w) 在 无 穷 远 处 超 线性 
增长 , 故 条 件 (3.47a) 对 于 某 个 充分 大 的 5 成 立 . 应 用 定理 3.10 获 证 推论 . 
情形 n= 3， 此 时 N = 6, 条 件 (3.59) 意味 着 f(z,w) 在 无 穷 远 处 超 三 次 
增长 ,因而 条 件 (3.49) 成 立 . 应 用 定理 3.11 获 证 推论 . 口 


插值 不 等 式 (3.55) 的 证 阴 

我 们 须 在 已 知 w€ I OL 的 条 件 下 , 证 明 不 等 式 3.55). 这 一 不 等 式 当 
然 可 以 推广 到 一 般 情形 . 

i f thu 的 一 维 单 减 重 排 ( 见 p.29), 给 定 入 > 0, AR A fRA 
数 ( 见 327 页 (C.2))， 则 〈 见 29 页 性 质 (5)) 


[ef (oa f (f*(t)) dt 


对 所 有 t, BANA Alt) < f(t), RASA. 
MA ue 3, 8 fe 03 B f(t) < [fst 1. Hid ty = [SA-3， 则 


"OO ta oO 4 
[oas [À xas [inte at= sare. 
关于 f>, 我 们 有 和 (f*)4 < f5, 因此 
S Pars [T aat A 
0 0 


将 以 上 两 个 积分 不 等 式 相 加 , 右 端 关于 入 取 最 小 值 ， 便 得 
lelg < 2V3 IIE = Vaud. 
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第 三 节 ”多 解 性 结论 


本 节 将 讨论 在 临界 情形 ， 非 线性 椭圆 方程 的 多 解 性 结论 . 简明 起 见 ， 只 
讨论 两 个 特殊 的 问题 , 一 个 是 非 线 性 特征 值 问题 (3.60)， 另 一 个 是 Ambrosetti- 
Prodi 问题 (3.65). 这 两 个 问题 都 适合 一 个 更 一 般 的 方程 

—Au = H(x,u, à) 在 9 中 ， 
u>0 OFF, (3.60) 
u=0 在 69 上 . 
EP H:Q9 xR xRy 一 Ry 是 连续 函数 ,， 互 (z,0, 和) #0, H(x,0,0) 三 0. 


作为 上 述 问题 的 特例 , 24 H = Xu +1) 时, 对 应 非 线 性 特征 值 问题 . 
We A= uN-! + Ah, IWAN Ambrosetti-Prodi 问题 . 


在 接 下 来 的 第 一 目 ， 我 们 将 给 出 问题 (3.60) 存在 极 小 解 的 条 件 . 这 里 , 我 
们 说 wx 是 问题 3.60), 的 极 小 解 ， 如 果 对 于 (3.60), MES v PBA uy < v. 


在 第 二 目 及 第 三 目 , 我 们 将 用 变 分 法 分 别 讨论 非 线 性 特征 值 问 题 (3.61) 及 
Ambrosetti-Prodi 问题 (3.65) 非 极 小 解 的 存在 性 . 

一 、 极 小 解 及 其 性 质 

RRX H : O xRy xR, > Ry 连续 且 具 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 满足 
(Hi) AI v(z,å) EQ xR, A H(z,0,å)> 0, A H(z,0,0)= 0; 
(H) 单调 性 V(2,u,rA)€ Ox Rx Ry A AY(z,u,) > 0, Hy(a,u,d) > 0; 


(H3) O 性 A, RH, DREN Rul RB, 且 存 在 zo em 使 得 当 入 > 0 
AY, Hulzo u, A) KF u Pee hs; 
(Ha) 强制 性 算 子 (A — H,(2,0,0)) Æ HE(O) 上 强制 ; 
(Hs) 增长 性 |H(x,u, A)| < OO 4+ lult, O 是 与 z Ru ERRUER. 
在 这 些 条 件 下 , 我 们 有 


定理 3.15 ROAnN>2HARRH, BH H(z, u, A) 满足 条 件 (Hi) 一 - 
(Hs), WEE X* € (0, co) 使 得 ; 


(a) 当 入 > 入 时 问题 (3.60) 无 解 ， 当 入 = 和 * HA (3.60) 有 唯一 解 ; 
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(B) 对 于 每 一 个 入 Ee (0, 和 *)， 问题 (3.60) 具有 一 极 小 解 ux 且 极 小 解 uy 
是 稳定 解 ， 即 算 子 -(A 十 可 (zu d)) Æ HEO) 上 强制 . 


我 们 可 用 多 种 方法 证 明定 理 3.15， 比 如 可 用 上 下 解 及 比较 原理 加 以 证 
明 (参见 Grandall-Rabinowitz [108] 及 王 [243]), 也 可 用 锥 空间 上 的 单调 算 子 理 
论 加 以 证 明 (参见 Amann [21]，Aubin-Wang [11] 或 Wang [205]). 

例 3.8 4 H = Alu), A H =uN 14 Ah(z) BH (0 < A(z) £0), H 
满足 定理 3.15 的 条 件 ， 因 此 定理 3.15 的 结论 对 于 后 面 讨 论 的 非 线性 特征 值 问 
题 (3.61) 及 Ambrosetti-Prodi 问题 (3.65) 均 成 立 . 


进一步 讨论 还 可 发 现 ,问题 (3.60) OAR AR (A, uy) 在 锥 空间 C,(Q) 中 构 

成 一 条 从 (0,0) 发 出 的 上 升 的 连续 曲线 (图 3.1 中 的 粗 线 ) 
E = {A, uy): OSA <A, 

ur 问题 (3.60) 的 解 在 (A*, wa*) 的 附近 分 又 出 另 一 支 下 

` 降 的 、 向 里 弯曲 的 连续 解 曲线 Dy, 在 图 3.1 中 用 实 细 
EER. BRD, Dp 外 , 在 O", ups) 附近 没有 其 他 解 . 
) ”图 中 的 虚线 则 代表 其 他 复杂 情形 , 按 分 叉 理论 , 它们 
ee 是 无 界 的 . 
o VA 在 本 节 的 第 二 、 第 三 目 , 我 们 将 用 变 分 法 讨论 当 
图 3.1: 极 小 与 非 极 小 解 O < 入 < 入 时 非 极 小 解 的 存在 性 ， 


二 、 非 线性 特征 值 问题 
HONE n> 3 维 有 界 光滑 区 域 , 和 是 实 参 数 . 讨论 非 线性 特征 值 问题 
-Au = A0 +u) EQF, 
u>0 在 2 中 ， (3.61) 
u=0 在 99 E. 


定理 3.16 存在 入 € (0, co) 使 得 当 入 > 入 时 问题 (3.60) 无 解 ， 当 入 二 入 * 
时 间 题 (3.60) 有 唯一 解 ， 而 当 0 < 入 < HPA (3.60) 至 少 有 两 解 . 


HERA 由 定理 3.15 知 , 存在 入 > 0, 使 得 当 入 > 入 时间 题 (3.61) 无 解 ， 当 
A = à* 时 间 题 (3.61) 有 唯一 解 ， 而 对 于 每 一 个 e (0, A*), 问题 9.6 部 有 一 
个 稳定 的 极 小 解 u = uy. 
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对 于 每 一 个 国定 的 € (0, X*)， 问 题 (3.61) 的 非 极 小 解 u VRI FER: 
(3.62) 


uw=utu, v>0 FR, vlan =0. 


因此 bv 在 ff 上 满足 
—Av = A Hutoa, 


上 述 方程 可 整理 成 如 下 形式 
—Av = WNT + A(z, v), (3.63) 


其 中 h(x, u) = AL + u tot A + uN AN, 
方程 (3.63) PARA u = M/N-2), H w = po, 则 问题 (3.61) 非 极 小 解 


的 存在 性 化 归 为 求解 下 列 边 值 问题 
-Aw =w! + f(z, w) EQ, 
w>0 在 9 中 ， (3.64) 
w=0 在 89 上， 


其 中 f(zx,w) = ph(z, uw). 
容易 验证 ，f(z,w) 满足 基本 假设 条 件 (及) 一 -(f3) CL p.78 )， 这 里 


a(x) = (N—1)(1t+uy(x))"~?. 根据 定理 3.15，-(A+o) Æ H4O) 上 强 

制 , 从 而 (fa) 亦 成 立 . 此 外 ， 当 w 一 ce 时 一 致 地 有 
N—i 

L = u jim, »| (1+ E) SEEMET 


im, wr-2 
其 中 yp! = (N - 1)p. 根据 推论 3.14， 问 题 (3.64) 存在 解 > 0. 口 
三 、Ambrosetti-Prodi 问题 
HONE n> 3 维 有 界 光 滑 区 域 . 讨论 下 列 Ambrosetti-Prodi 问题 : 
—Au=uN-!4 Ah FEO, 
u>0 EH, (3.65) 
在 ONE. 


u=0 


其 中 a(r) 是 上 的 非 负 Holder EER, h) £0. 我 们 有 (参见 作者 Wang 


[205] 及 Aubin-Wang [10]) 
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定理 3.17 存在 入 € (0, 00) 使 得 当 入 > A* 时 间 题 (3.65) ARR, 当 A= A 
时 间 题 (3.65) 有 唯一 解 , 而 当 0 < 入 < At HAM (3.65) 至 少 有 两 解 . 


证 明 设 入 e (0,\*). 与 前 一 目 类 似 , 我 们 寻找 问题 (3.65) 如 下 形式 的 非 
极 小 解 : 
u=u +v, v>O0FQ, vlan =0, (3.62) 


其 中 uy 是 问题 (3.65) 的 极 小 解 (其 存在 性 由 定理 3.15 RHE). v 满足 


—Av = (u +v) -ar EO, 


ELH u = uy. 这样， 问题 3.65) 非 极 小 解 的 存在 性 化 归 为 求解 下 列 边 值 问题 


—Av = MT! + f(z,v) 在 QP, 
v>0 在 9 中 ， (3.66) 
2 一 0 在 90 上 ， 


其 中 f(@,v) = 人 十 区 一 全 一 

容易 验证 ，f(x,w) 满足 基本 假设 条 件 (fi) lf) A p.78 )， 这 里 
a(x) = (N — Lju]? (x). 根据 定理 3.15,， 一 (A 十 a) € HEQ) 上 强制 ,从 
而 (fa) 亦 成 立 . 此 外 ， 当 vw oo 时 , 在 任 一 闭 球 BC 0 上 一 致 地 有 


根据 极 大 值 原理 ,mins wu > C > 0. 应 用 推论 3.14, 我 们 获得 问题 (3.66) 的 一 
个 正解 vw > 0. 


注 记 3.3” 赵 培 浩 与 钟 承 夺 Zhao-Zhong [216] 考虑 了 次 线性 扰动 , 在 (3.65) 
HOR A BE ws (0 < B <1), 得 到 与 Ambrosetti-Prodi 型 问题 类 似 的 结论 . 


平均 曲率 型 问题 
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从 本 章 开始 , 讨论 与 平均 曲率 密切 相关 的 一 个 问题 : 给 定 一 个 R 中 光滑 
的 实 函 数 H, 寻找 一 个 曲面 Mm, EEM 上 任 一 点 P 的 平均 曲率 恰好 是 HP). 
这 样 的 问题 称 为 设 定 平均 曲率 问题 ( prescribed mean curvatrue ). 车 进一步 要 
求 曲 面 由 给 定 的 空间 简单 闭 曲 线 工 张 成 , 这 样 的 问题 现在 通称 为 Plateau 问题 . 
当 平 均 曲 率 万 = 0 时 , M 是 极 小 曲面 , 这 正 是 经 典 的 Plateau 问题 . 

早 在 1760 Œ, Lagrange 便 导 出 了 图 的 极 小 曲面 方程 . 图 指 的 是 二 元 函 
数 的 图 像 , 不 久 发 现 了 极 小 曲面 的 例子 ， 悬 链 面 和 螺旋 面 . 到 1865 年 , 经 过 
Riemann, Weierstraß, Enneper Æ Schwarz 等 数学 家 的 努力 , 发 现 了 更 多 的 极 小 
曲面 的 例子 . 在 同一 时 期 ,比利时 数学 家 Plateau 通过 实验 ,认为 肥皂 泡 是 极 小 
曲面 的 一 种 完美 的 物理 实现 ,并 建议 数学 家 研究 Plateau 问题 , 即 证 明 : 

eR 中 任意 简单 闭 曲 线 下 ， 都 (至 少 ) 有 一 个 由 下 张 成 的 极 小 曲面 . 

这 个 问题 到 1932 年 才 分 别 由 Douglas 和 Rado 独立 解决 . 本 章 将 介绍 
Douglas 和 Rado 在 经 典 Plateau 问题 方面 的 工作 . 


第 一 节 ”平均 曲率 及 相关 问题 


本 节 先 回顾 曲面 的 几 个 基本 概念 : 第 一 、 第 二 基本 齐 式 , 平均 曲率 与 Gauss 
曲率 . 然后 提出 与 平均 曲率 密切 相关 的 一 些 问 题 . 并 导出 其 分 析 表 达 ， 


一 、 平 均 曲率 

BE OLR 中 的 C? 曲面， < 9 是 一 固定 点 , 我们 说 w = ule y) KE Po 
点 的 一 个 局 部 参数 表示 ,如果 ~ 是 从 R BRAA Q 到 P 的 某 个 邻 域 V 的 
O? 微分 同 胚 ,u(0) = Po. 
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我 们 说 己 = u(x, y) Æ M WEA, 如 果 外 积 us A uy FO. 显然 , 在 正则 
点 忆 二 ulz, y) 处 , 曲面 的 单位 法 向 量 为 


Uz A Uy 


n= . 
Juz A uyl 


y: (1,1) 一 mem om ERE- BR, 在 局 部 参数 下 ，7Y(t) = 
ulet y(t). 无 穷 小 切 向 量 dy 的 平方 了 全 dy- dy 称 为 曲面 MH 第 一 基本 
齐 式 . 局 部 参数 表示 为 

I = Edr? +2Fdzdy + Gdy’, 
其 中 E =|u,’, F = ug: Uy, G = uyl? 
称 为 曲面 的 第 一 类 基本 量 . 

第 一 基本 量 反 映 的 是 曲面 的 内 剖 性 质 . 

切 向 量 dy 的 微分 dy 与 .法 向 量 元 的 数量 积 开 全 d27 :元 称 为 曲面 器 的 
第 二 基本 齐 式 . 局 部 参数 表示 为 

H =Lda? +2Mdady + Ndy’, 
其 中 L= uss, M=tgy- N= uy ñ. 

第 二 基本 章 式 是 曲面 gt E, 在 dy 方向 上 , 邻近 P 的 点 到 该 点 切 平面 的 

有 向 距离 的 逼近 . 两 个 基本 齐 式 之 比 
H dyn dy , Lda? +2Mdardy+Ndy? 


T dy-dy ds" Edr? +2Fdrdy+ Gdy? 


只 与 微 商 @ AK, 与 dy 的 长 度 及 曲线 y 的 选择 无 关 , 因而 只 是 切 方向 的 函 
数 . 过 Py 作 一 个 以 切 向 量 dy 及 单位 法 向 量 元 张 成 的 平面 x, 平面 在 曲面 
OM 上 截 得 一 条 曲线 , 称 为 ARAL, CA dy 为 切线 . 索性 视 y WMA, W 
么 7 的 主 法 和 撩 6 与 元 平行 , 车 记 上 WERE y 在 Po 处 的 曲率 , 根据 Frenet 公 
R, 4 = Kp, 故 = |El 我 们 称 


H Ldz?+2Mdrdy+ Ndy 
I Eda? +2Fdady+ Gdy? 


为 曲面 在 Po 点 沿 所 取 方 向 的 法 曲率 . 


Kn 一 (4.1) 
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w 


HEM 上 固定 的 点 P，kn 仅 是 切 方向 的 函数 ， 它 不 
仅 反 映 了 曲面 在 这 一 点 处 沿 此 切 向 的 弯曲 程度 , 而 且 也 指 
出 了 弯曲 方向 . 容易 证 明 : 在 曲面 的 每 一 点 ， 总 有 两 个 切 人、 
向 使 得 en 分 别 达到 其 最 大 值 和 最 小 值 ， 且 这 两 个 切 向 彼 
此 垂直 ( 见 图 4.1) .这 两 个 切 方向 称 作 曲面 在 该 点 的 主 
方向 , 相应 的 两 个 法 曲率 称 为 曲面 在 该 点 的 主 曲率 ， 记 为 
ki 及 ma. 我 们 将 该 点 的 两 个 主 曲率 的 乘积 K = si M 
做 Gauss 曲率 或 全 曲率 ; 而 将 这 两 个 主 曲率 的 算术 平均 M4r Eig 
H = 3 (m1 + Ko) 叫做 平均 曲率 或 中 曲率 ， 


现在 我 们 导出 Gauss 则 率 及 平均 曲率 的 表达 式 . 在 法 曲率 的 表达 式 (4.1) 
中 记 4 = p, 则 kn = Kn (i) A 


kn(B + 2Fu+ Gp?) =L+2Mu + Np’. 
ERAT u RẸ, 并 注意 en 的 最 大 值 及 最 小 值 是 其 逗留 值 (临界 值 ), 这 样 
(F + Gu)kn = M+ Ny, (4.2) 
同样 的 道理 , Hid E =A WA 
(E + ENrn = M + LÀ, (4.3) 
利用 关系 Aw = 1, 由 (4.2) 及 (4.3) 消去 à /得 
(EG — F*)K2 — (EN — 2FM +GL)rn + (LN — M?) = 0， 
a kn 的 最 大 值 及 最 小 值 ki, ks 是 上 述 二 次 方程 的 根 . 由 韦 达 定理 , Gauss M 


LN ~ M? 
K = pG F?’ 
平均 曲率 为 
EN —-2FM+GL 
H = 2 
2(EG — F?) (4.4) 


注意 天 与 互 不 依赖 于 参数 的 选择 ， 
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如 果 OM 有 一 个 几何 实现 ， 即 om 是 平面 区 域 Q 上 0? 函数 z = fley) 的 


图 象 ， 则 Gauss 曲率 为 
_ Fenty — Fey 


K= FVE” 
而 平均 曲率 则 有 如 下 表达 
. Vi 
H = div ( ——____ }. 4.5 
w (5 a) (4-5) 


希 要 指出 的 是 ， 与 平均 曲率 不 同 ， 虽 然 Gauss 曲率 也 是 用 第 一 基本 齐 式 与 
第 二 基本 齐 式 表 达 , 但 实质 上 不 依赖 于 第 二 基本 齐 式 ， 只 与 第 一 基本 齐 式 有 
K. 这 一 点 是 所 谓 Gauss 绝妙 定理 肯定 了 的 ( 见 Marcel Berger [40]). 
- 般 来 说 , 平均 曲率 反映 的 是 曲面 的 外 在 性 质 , 它 与 曲面 在 空间 中 的 竺 入 
方式 有 关 . 与 平均 曲率 不 同 ，Gauss 曲率 反映 的 是 曲面 的 内 强 几 何 性 质 ， 当 讨 
论 的 问题 只 涉及 曲面 的 内 在 儿 何 特性 时 , 便 考 虑 Gauss 曲率 . 


二 、 共 形 参 数 表 示 及 HAR 

1. 共 形 参数 表示 . ”对 于 平均 曲率 型 问题 , 采用 共 形 参数 表示 自 有 其 便利 
之 处 , 因为 这 样 导出 的 问题 在 表达 形式 上 简单 ,， 故 有 较 好 的 分 析 工 具 来 处 理 . 

Be OM 是 一 维 正则 曲面 ,我 们 说 Ot 的 局 部 参数 表示 4: NM 是 共 形 的 ， 
如 果 平 面 区 域 N 中 任意 两 条 曲线 的 交角 在 映射 % 下 保持 不 变 . 

ute 种 的 共 形 参数 表示 , 等 价 于 说 , 在 此 参数 表示 下 ,9% 的 度量 (第 一 基 
本 齐 式 ) 是 欧 氏 度量 的 倍数 , 了 = Alx, ydr? + dy?) ME=G, F=0, 亦 即 


[url 一 [ety |? =0= Ug ` uy. (4.6) 


TA ARE ERIE I Ae PS SS TE 


w(u) 全 uzl? luy]? 2iuz ` Uy = 0, (4.7) 


w(u) 叫做 名 的 Hopf 导数 , 它 的 模 w(u) 衡量 参数 曲面 u 的 共 形 程度 . 
可 以 证 明 , 任何 二 阶 光滑 的 正则 曲面 都 有 局 部 共 形 参数 表示 CL Kreyszig 
[127], 右 原 繁 [239] 或 王 幼 宁 [245]). 


在 共 形 参数 表示 下 ,曲面 的 面积 及 封闭 曲面 所 包围 的 体积 都 有 较 简 单 的 表 
达 式 . 
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设 9 C R? 是 一 有 界 区 域 , Rif u: NQ M EhM CR 的 一 个 参数 表 
AR 则 易 见 曲面 Ot 的 面积 


A= | luz ^A uyldzdy, 
Q 
如 果 参 数 表 示 u 还 是 HY, 则 这 个 面积 与 下 列 Dirichlet 积分 一 致 : 
Blu) =3 | Vudzay. (4.8) 
2 .ja 


在 共 形 参数 下 , 封闭 曲面 的 体积 也 有 简洁 的 表达 . 

设 紧 致 曲面 MM 具有 参数 表示 : u: S2 M, S 是 标准 的 二 维 球面 . 通过 
球 极 投影 , S? 等 同 于 一 点 紧 致 化 平面 开 2 = R2U {oo}. Miku: R MEM 
的 共 形 参数 表示 , MAM 的 (代数 ) 体积 为 


V(u) = J u- (Uz A Uy) dady. 
3 Jr 

2. 万 -系统 及 其 相关 问题 . 

对 于 共 形 参数 曲面 = ulz, y) 由 (10.29) 得 , H=(L+N)/2E, BI 


Au :元 Au :元 49 
~ Qjus|? Quy?’ (4.9) 
对 共 形 条 件 (4.7) 关于 x, y 分 别 求 导 可 得 wy: Au = uy -Au = 0, tk Au = AT, 
又 根据 (4.7), Jur A wy| = Juz]? = Juy)? 于 是 由 4.9) 推 得 


H 


Au = 2H (ujus ^ uy, (z,y) EQ. (4.10) 


方程 组 (4.10) 通常 称 为 H-Z, 或 五 -方程 组 ， 其 几何 意义 是 : 假定 参数 方程 
u = u(x, y) 是 曲面 M 的 共 形 参数 表示 , 则 在 9 的 正则 点 u, 标量 A(u) 恰好 
是 曲面 的 平均 曲率 . 

方程 组 (4.10) 是 本 章 及 下 章 讨论 的 中 心 . 现 介绍 与 此 密切 相关 的 一 些 问 
题 

极 小 曲面 问题 . 与 平均 曲率 有 关 的 最 著名 的 几何 问题 便 是 所 谓 极 小 曲面 
问题 . 

定义 4.1 二 维 正则 曲面 M C R? 称 为 极 小 曲面 ， 如果 在 其 上 每 一 点 平均 
W H =0. 
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之 所 以 将 平均 曲率 为 零 的 曲面 叫做 极 小 曲面 是 因为 有 下 列 


命题 41 二 维 正则 曲面 9 cR 是 极 小 曲面 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 听 


设 定 平均 曲率 问题 . 给 定 R3 中 一 个 函数 AP), RAM, HA Mm E 
任意 一 点 已 处 的 平均 曲率 恰好 是 HP). 通常 需 对 ONT 附加 边界 或 拓扑 条 件 . 
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经 典 的 Plateau 问题 是 关于 极 小 曲面 的 . 
RT c R? 是 一 Jordan 闭 曲 线 , 也 就 是 说 , 存在 一 一 对 应 的 映射 a : 0 一 
R? 使 得 T= a(8), FH 
a € C(8Q; R?) N HA2(00; RË). (4.11) 
这 里 , Q C R? 是 中 心 在 原点 的 单位 圆 盘 . 用 Er 表示 以 T 为 边界 的 曲面 构成 的 


集合 . H Zr 中 是 否 存在 面积 最 小 的 曲面 om? 或 者 问 , 在 Op 中 是 否 存 在 曲面 
,其 面积 是 Zr 中 诸 面 积 的 临界 值 ? 根据 上 一 - 节 的 准备 ,问题 相当 于 


求 曲 面 M 使 得 OOM —T BF HAS H =O. (Pm) 


一 、 解 析 表 达 
MER O E R 中 的 单位 圆 盘 , Mu: > R 是 的 共 形 参数 表示 , u 
在 9 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 在 边界 ON 上 连续 . 根据 (4.10), FW we 
H =0 相当 于 
Au=0 在 0 中. (L) 


仍 记 w(u) X u B Hopf 导数 , 则 共 形 条 件 等 价 于 


w(u)=0 在 9 中 . (K) 


最 后 考虑 边界 条 件 u(OQ) =T. 由 于 技术 原因 ,对 的 边界 取 值 附加 单调 
的 限制 条 件 . 
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定义 4.2 — RAC: IQGTCRAOQL SA, 意 指 


(pET) = ( 集合 V7'(p) 连通 ) 


现在 , 古典 Plateau 问题 可 用 解析 式 表达 为 
Au =0 在 QR, 
w(w) 二 0 FEN, (LP) 
u(OQ) =T, u Æ OD 上 单调 连续 . 
通常 将 上 述 问题 中 的 共 形 条 件 与 边界 条 件 合 起 来 称 作 Plateau 条 件 . 


在 问题 (LP) F, Laplace 方程 是 一 个 典型 的 方程 ,但 边界 条 件 却 有 点 异 于 
寻常 . 此 外 , 还 需 顾及 非 线 性 的 共 形 条 件 (K), 这 正 是 困难 所 在 . 


Z., Douglas-Radé 方法 
解决 问题 (LP) 的 第 一 步 是 将 其 化 为 一 个 变 分 问题 . 记 AE = HHO, R3), 
并 令 
Hr = {v € H! : wv(00)=T，w 在 6Q9 上 单调 连续 }. (4.12) 
现在 , 考虑 极 值 问 题 ， 
inf{ E(u): u € Hr}, (4.13) 


其 中 E(u) 是 Dirichlet #24}: 


1 
E(u) = 5 | WuPazdy, u € Hr. 


根据 一 般 的 极 值 理论 ， 如 果 业 是 极 值 问 题 (4.13) 的 解 ， 则 u 必然 满足 
Laplace 方程 Au = 0. 然而 , 最 令 人 惊异 的 是 , 这 一 事实 (u 是 极 值 问题 (4.13) 
的 解 ) 也 隐 含 了 共 形 条 件 (K). 


1. 关于 区 域 的 变 分 . 
我 们 知道 , 极 值 问题 (4.13) 的 解 必然 满足 Laplace 方程 . 而 下 列 引 理 断 言 ， 
共 形 条 件 (K) 是 极 值 问 题 (4.13) 解 的 自然 推论 . 


引 理 4.2 ue Ap 是 极 值 问 题 (4.13) OA, N) u 4 Plateau 问题 (LP) 
的 解 . 
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证 明 Fu eZ Ew) 的 极 小 点 ， 因 而 满足 Laplace 方程 
Au=0 在 9 P. 


根据 正则 化 理论 ( 见 本 章 末 ), u € C(O, R3) NCA, R3). 
MEURE, 考虑 泛 函 Elu) 的 另 一 种 变 分 ,区域 的 变 分 . 设 2Z = (X,Y)e- 

C™(Q, R?) 是 任 一 向 量 场 且 在 边界 69 上 ，2 .元 = 0. > 
bi(z) =z+tZ (2), (4.14) 


则 对 于 [t] > 0 充分 小 , 9i : 0 O 是 微分 同 胚 . 


确实, 直接 可 验证 , 当 jt] < e= supa | VZM, p TA. 应 用 拓扑 度 
理论 中 的 锐角 原理 或 者 Krasnoselskii 定理 〈 见 陈 [219])， 可 证 $4 是 满 映 射 . 


锐角 原理 : 设 品 CR" 是 有 界 开 集 ocen AJ: NOR EH ZAR 
(f(x), 2) >0 对 所 有 2 € OO RH, N] deg(f,0,0) =1( 从 而 f(z) 一 0 在 Q 内 有 解 ). 


Krasnosel’skii ÆI: 设 吕 是 内 积 空间 EFA, ocn F:N => ERE 
续 ， 若 内 积 (F(x), x) < e| 对 所 有 zz COOKS, FAQ LOA RAR. 


Su =uody Nut E Hr. X t= 0f E(u’) RRMA E(u), i 


d 
E(u’) = dt 


[iver = 0. (4.15) 
t=0 t=0 


直接 计算 得 


a 
at 


|V|? = div (Z|Vul?) + (Xz — Yy)(u2 一 uZ) + 2(Xy + Yz)uz ` Uy. 
t=0 


因 在 89 Za = 0, 应 用 散 度 定理 ，(4.15) 变 为 


| (fuz? ~ Juy!) (Xx — Yy) + 2 f Ux ` Uy (Yz + Xy) = 0. (4.16) 
Q Q 


1° 对 于 任意 X,Y € PQ 上 式 成 立 . BH (4.16 中 的 (X,Y) 用 
(Y,-X) 代 换 ， 则 有 


f=) e+ Xy) -2 | usuy (Xz — Yy) = 0. (4.17) 
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MERI Z 写成 复数 形式 着 十 说 ， 则 (4.16) 及 (4.17) 左边 被 积 函 数 恰好 分 
别 是 2w(OZ/0z) 的 实 部 和 虚 部 ， 因 此 
DZ 
a Bz 
WENE, u 的 Hopf 导数 w = const.. 
2" 在 (4.16) PRR (X,Y) = (xy?, -x?y), AE 


0, YZ eCPC). 


[ewe +y’)dady = 0， 
Q 


AT Rw = 0. 接着 , 在 (4.16) PR (X,Y) = (yx?, =r) HI Sw = 0. 


2. 共 形 不 变性 . 
根据 引 理 4.2, 求解 问题 (LP) 等 价 于 求解 如 下 极 值 问 题 : 


Kue Hr 使 得 E(u) = inf{ E(v): v € Hr}. (4.18) 
解决 问题 (4.18) 最 大 的 困难 是 它 的 极 小 化 序列 未 必 在 Hr 中 相对 列 紧 ， 其 


原因 是 问题 (4.18) 具有 共 形 不 变性 . 
FAG 表示 Q 上 共 形 变换 全 体 构 成 的 群 ， 
G = {8€C (N,N) :hg 一 一 映 上 , w($) = 0}, 


其 中 wp) 表示 o 的 Hopf 导数 . W Dirichlet 泛 函 E(u) 在 群 G 的 作用 下 不 变 ， 
Bp 


E(u) = E(uodg), VOeEG. (4.19) 
我 们 顺便 指出 , 体积 积分 V(w) 也 是 共 形 不 变 的 , 但 V(w) 在 更 大 的 群 H 一 保 
定向 的 C1 微分 同 胚 构成 的 群 作用 下 不 变 ， 
V(u)=V(uod), voeH. (4.20) 
这 些 事实 只 不 过 是 二 重 积 分 的 换 元 积分 法 . 
根据 复 变 函 数论 ，G 的 元 素 是 解析 函数 或 其 共 斩 , 选择 一定 的 定向 ， 可 内 
RRR, ERER o E G 必然 是 分 式 线性 函数 ， 且 


$= — e, aeQ,o6el0,2r). 
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因而 G 全 x $1, 一 个 带 边 的 非 紧 致 的 三 维 流 形 . 注意 , 在 共 形 变换 G o: 
QF, 将 边界 OO 连续 地 一 一 映照 为 自身 , 故 


u € Hr, ọ € G = uoġ E€ Hr. 


由 于 共 形 不 变性 ，HT 在 H1 中 不 弱 列 闭 . 事实 上 , 对 于 任意 wu € Apn 
CHO, R), 取 zy € Q IET ze > a € ON, 则 |a|=1, 令 
-2k 
bk (2) = 1— Bz’ 
BBA uo dy 7 ula) FQ, Huo dy — ula) F H+. 1 ula) g Hr. w 
Hr 在 Hi 中 不 弱 列 闭 . 


3. 三 定点 条 件 . 


为 消除 共 形 不 变性 带 来 的 困难 , ME Hr 上 引入 一 个 规范 ,对 于 每 个 
u € Hr, 在 由 G 生成 的 轨道 {uo9 :EG} 上 选择 一 个 特殊 的 代表 , 使 得 该 
代表 将 圆周 S 上 的 三 个 固定 点 G = e? (k= 1, 2, 3) 对 应 地 映 成 上 的 
三 个 固定 点 . 为 此 , RT 的 一 个 固定 的 单调 参数 表示 yE C(S',T), 然后 令 


Ay = {u € Ap: ulCe) = (Ce) S we, k= 0, 1, 2}. 


因为 HEC Ap, BITER uc Hr, FE- o EGER uoge Af, 因此， 
IRIZ A E(u) 的 共 形 不 变性 , 我 们 有 


命题 4.3 inf{ E(u): u € Hr} = inf{ E(u): u € Af}. 
因此 ,要 解决 Plateau 问题 ， 只 须 求解 极 值 问题 
inf{ E(u) : u € Hg}. (4.21) 
用 HE 而 不 用 Hr 的 好 处 , 在 于 下 列 命题 . 


定理 44 HE Æ HQ, R3) 中 弱 列 闭 . 


证 明定 理 4.4 的 关键 是 下 列 Courant-Lebesgue 引 理 . 
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引 理 4.5 (Courant-Lebesgue) ìt u € H!, zæ € Q, 那么 对 于 任意 6 < 
(0,1), # pe [6, Vb], 使 得 在 Co £ AB,(20)NQ LA |Zul € L(C,), 且 


f dul? 
Cp 


as 
其 中 dsATMKAR, E(u) & Dirichlet 积分 . 


4E(u) 
~ pllogpl 


证 明 用 反 证 法 . 假定 不 等 式 对 某 个 bo € (0, 1) 不 正确 ,那么 对 所 有 
pe (59, Vdo| 将 成 立 
4E(u) 
p| log p| < 人 


将 上 式 两 端 上 关于 p 在 [5o, V60] 上 积分 , 得 


(4log 2)E u< f "R du” 
ĝo 


这 就 导致 2log 2 < 1， 显 然 是 个 矛盾 . 


du? 
Os 


8. 


dsdp < 上 \Vul? < 2E(u), 


设 5>0 是 一 实数 , S 
Ks = {u € Hp: E(u) <b}, Kean = {ulen: u € KG}. 
我 们 有 
引 理 4.6 ”KY oo 是 等 度 连续 的 . 
HERA 设 60, so > 0 是 这 样 两 个 常数 , 使 得 R 中 以 V66 为 半径 的 任意 圆 


MAES RETNA G, C G 中 的 一 个 , RS 中 以 eo 为 半径 的 任意 球 内 多 
BAST L= MAA wy, wa, ws 中 的 一 个 ， 参见 图 4.2. 


ee € (0,e0)， 由 于 T 的 紧 致 性 及 连续 性 ,我们 可 选 适当 小 的 正 数 
El SE, 使 得 
(Pi, Po ET, |P- P| <1) => ( 弧 Tpp BR TSR B). (4.22) 


其 中 [P P 表示 工 上 联结 PP Bom. 现在 ， 根据 以 上 所 取 El» 选 0< 5 < do 
充分 小 , 使 得 
87b < sillog dl. 
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A a 设 € K*, zo € OQ. 对 所 取 ô, 根据 Courant- 
C, Y Lebesgue 51, A p € [6, V6] 使 得 在 以 zo 为 中 心 ， 
u 
du|? 4E(u) 
FP S ZA ty S z ， Cu < ; 
ee ein C, Ł 人 到 | as < oe 


r 
W 21, 22 X 005 Cplzo) IZA., 并 记 w(zo),u(21)， u(ze) 
分 别 为 Po, Pi, Pp. 由 (422) 及 


图 4.2: 引 理 4.6 图 


Holder 不 等 式 得 


2 Ou 2 
|P2 7 P| < Js ds 
Co |258 
2 
a ds < 4nF(u)/|log p| 


< ro | Ou 
E Cp Os 


< 87E(u)/|log6| < ef. 


Wp p, 包含 在 某 个 半径 为 e 的 球 B.A. 由 映射 ujon 的 单调 性 及 “三 定点 条 
件 ”， 映射 wlan EI 22 RABMT pp,» u(Z22) C Tp r. 特别 地 


|u(z) — u(zo)| < 26, Vz€ OQN Bs(z0). 


这 样 便 证 明了 Kz so FEER. 口 


定理 4.4 的 证 明 为 证 HYE H! 中 弱 列 闭 ， 设 序列 {un} C Kt MH 
Tue 万 !. 根据 引 理 4.6, {unla} C Kioo 等 度 连续 ， 因 而 由 Ascoli-Arzela 
定理 ( 紧 集 上 一 臻 有 界 且 等 度 连续 的 函数 族 列 紧 )， 可 抽 得 子 列 up EE 
wjlen 一 致 收敛 于 ulan. uloa ERE, 单调 ( 单调 列 的 极限 仍 单调 ). 又 显然 有 
u(OQ) =T. Mue Ht. 口 


4. Plateau 问题 的 解决 . 

我 们 把 古典 Plateau 问题 的 解决 归结 为 以 下 的 定理 4.7. 

定理 4.7 AH Ge 使 得 E(G) = infuon E(u). 进而 , ù ecran 
C(Q) 是 Plateau 问题 (LP) 的 解 . 
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证 阴 WE un € HR 是 一 极 小 化 序列 , 使 得 
E(un) = nf. E(u) + o(1). 
现在 ,问题 的 关键 在 于 un RUE H! 中 有 界 . 我 们 转 而 考虑 另 一 极 小 化 序列 . 
S ün (n > 1) 是 下 列 问 题 的 唯一 解 : 


Aiin = 0, 在 Q 中 ， 
Ün = Un, 在 09 中 . 
则 E(tn) < E(un); 这 是 因为 , 根据 Green 公式 ， 


Ou. 0% 
a, 12 = i,—- = 一 他 一 lin,» Vm 
[va fm By [om Dy [ve u 
1/2 1/2 
ee (io) 
QR R 


因此 , tin (显然 属于 Ht) 仍 是 极 小 化 序列 ， 即 
E(ün) = inf, Ew) +00). 
A tin 是 调和 函数 ， 由 极 大 值 原理 


lënie = |l@nllz-0¢an) = lunlleon) < R, 
其 中 尼 是 包含 工 的 最 小 球 的 半径 . W {0n} EH PRA, AMA TA id 
为 各) 在 五 :中 弱 收 敛 于 某 个 云 E 五 1. 
由 于 Af Sal, BATA uec AR. 由 下 半 弱 连续 性 ， 
E(u) < lim E(in) = it. E(u). 
BN u ee AE Tal al (4.21) 的 解 ， 从 而 (由 命题 4.3) 是 极 值 问题 (4.13) 的 解 . 根据 
命题 4.2, u Æ Plateau 问题 (LP) 的 弱 解 . 


最 后 , whit a IERIE. WE, ue Hë, Glan € C(OQ). 根据 调和 函数 的 
存在 唯一 性 定理 (IEPER [259] ), GE CHQ) NCA). 


第 五 章 万 -方程 及 PLATEAU 问题 


本 章 将 讨论 H 曲面 情形 的 Plateau 问题 . 主要 介绍 Bezis-Coron [48] 的 工 
作 , 同时 也 参阅 了 Struwe [193], Bethuel-Rey [44] 及 Bethuel-Caldiroli-Guida [41] 
等 文献 . 


第 一 节 概述 


古典 Plateau 问题 的 一 个 自然 推广 是 : 给 定 Re 中 的 Jordan H th 2, T (9L 
110 页 (4.11) R) 求 一 个 由 工 张 成 的 曲面 , 使 其 具有 常平 均 曲 率 矿 > 0. 
根据 前 章 第 一 节 的 讨论 , 这 一 问题 相当 于 求 一 个 参数 曲面 尺 : 9 R3, 使 
其 满足 A-FTFER Plateau 条 件 ， 即 
Au = 2Huz A ty 在 QQ 中， 
w(u) = 0 在 Q 中， (HP) 
u(OQ) =T, H ulan 单调 连续 . 


在 此 及 本 章 w(u) 表示 的 Hopf 导数 ( 见 108 页 (4.6) R), Q 是 中 心 在 原点 的 
RAMAR, 
Q = {(z,y) E R? : r? +y? <1}. 


与 前 章 问题 (LP) 相 较 ,不 仅 共 形 条 件 w = 0 是 非 线 性 的 ,五 -方程 也 是 非 
线性 的 . 右 端 非 线 性 项 us A uy 是 体积 积分 V(w) 的 导数 ,由 于 体积 积分 的 伸缩 
不 变性 , 问题 CAP) 是 临界 非 线性 的 . 
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问题 (HP) 在 历史 上 是 名 题 . 早 在 1970 年 Hildebrandt [120] 就 证 明 ， 当 
HR<1 (RABAT 的 最 小 闭 球 的 半径 ) (5.1) 
时 ,问题 (HP) 至 少 存在 一 解 . ( 在 Hildebrandt 的 文章 中 , 平均 曲率 可 以 是 给 定 
的 一 函数 ， 且 允许 HR= 1). 


另 一 方面 ， 当 工 是 一 个 圆 时 ， 如 果 AR > 1,， 则 问题 (HP) 无 解 ( 见 Heinz 
[119]). 如 果 HR <1, 容易 看 出 问题 (HP) 存在 两 个 解 (参见 图 5.1), 一 个 是 
平均 曲率 为 AW, AT 张 成 的 劣 解 Bl, 另 一 个 是 平均 曲 
HAA, AT ORR Bo. “4 HR =1 时 , 问题 (HP) 

只 有 一 解 . 


基于 这 样 的 观察 ，Rellich 猜想 ; 


FEE R? PARAT, RE RADD, NAA 


Steffen [189] F 1972 年 证 明 ，Rellich 猜想 对 于 一 列 趋 于 0 的 Hn 是 正确 
的 . Brezis-Coron [31] 证 明 ， 当 HR < 1 时 , 问题 (HP) 具有 两 个 解 . KAR 
iN, Struwe [193] 也 独立 地 得 到 基本 相同 的 结果 . 


二 、 解 决 途径 概述 
问题 CHP) 的 解决 , 依赖 于 对 更 标准 的 问题 Dirichlet 问题 的 认识 . 这 就 要 
求 寻找 一 个 向 量 值 函 数 : 0 一 R3, 使 其 满足 日 -方程 及 Dirichlet 边 值 条 件 : 
Au = 2Huz A ty 在 0 中 ， 
w= 9 在 99 中. 
PH > 0 是 常数 , 9 EON 上 的 函数 , g e HV?2(AQ)N L(A). 
借助 引 理 5.28 提供 的 恒等式 , 体积 积分 V(w) 的 导数 为 us 和 wj, 故 问题 
(HD) 的 解 对 应 下 列 泛 函 J 的 临界 点 : 


1 2 
au) =5 furs f u tenw), uc HAOL”, 


(HD) 


H; = {ue H' : ulaz = g}. (5.2) 
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1. Dirichlet 问题 的 劣 解 . 
不 论 是 Dirichlet 问题 , 还 是 Plateau 问题 , 劣 解 的 存在 性 , 现在 看 来 都 是 比 
较 初 等 的 . 在 第 二 节 将 证 明 , WE g © HYN LO(OQ), WR 
AR <\1, (R= |\gllz-cany ) (5.3) 
UNZ A 了 在 
K; = {u € Hg: |lullz= < R'} (5.4) 


上 有 一 个 局 部 极 小 值 点 u, 即 J(u) = infuex, J(u) XP R< R <1/H. 这 
个 解 将 称 为 (HD)。 KERE (small solution ) 或 极 小 解 . 我 们 将 给 出 极 小 解 的 一 
系列 性 质 . 最 重要 的 是 , 极 小 解 是 稳定 的 , 即 存 在 5 > 0, 使 得 vv € Hi 


T,(v) < 人 wop+4 furvenry > 5 /wo (5.5) 


2. Plateau 问题 的 劣 解 . 

现在 回顾 Hr (I 111 页 (4.12) R) 及 其 保持 三 定点 条 件 的 子 集 HE OC 
Hr c Hl、 对 于 Plateau 问题 来 说 , R J E Hr 上 是 共 形 不 变 的 . 我 们 仍 用 
三 定点 条 件 来 处 理 共 形 不 变性 . 与 Dirichlet 问题 类 似 , 可 以 证 明 , 在 条 件 (5.1) 
F, ZA JERE 

Ki = {u € Hf: ul < R'} (5.6) 
上 有 一 个 局 部 极 小 值 点 &, 即 J(u) = infucxs J(u), AP R< R <1/H, 而 
R 由 (5.1) 确定 . 这 样 的 当然 满足 CH) 方程. 因 体 积 积分 
W(u) = 3V (u) = f u- (tz A Uy). 
Q 


FE RE GD AE p: 9 一 O 下 不 变 , B 
W (uo ¢) = W(u), 
如 同 古典 Plateau 问题 , 用 变 分 区 域 的 方法 , 证 明 u 满足 共 形 条 件 w = 0. 


3. Dirichlet 问题 的 优 解 . 
设 # (HD) 的 劣 解 , 令 O(v) = J(ut+v) 一 J(u), WW 


1 2 
(v) = zT) + zĦHW(v), ve HANL®. 
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通过 如 下 Wente 等 周 不 等 式 ， 


S|W(v) [23 < Voll}, Vu E HEAL, 


可 将 体积 积分 W (v) 连续 扩张 到 整个 HE. 这 样 更 是 HG EM C? ZR. 

让 我 们 暂时 用 山路 引 理 的 观点 看 问题 . 由 于 7T(v) 是 强制 的 ( 由 极 小 解 z 
的 稳定 性 ) 且 是 二 次 齐 次 的 ，W(v) 是 三 次 齐 次 的 , ® 具有 一 个 自然 的 山路 引 
理 型 结构 . 


但 由 于 W(v) 具有 共 形 不 变性 ,更 不 满足 全 局 的 PS) 条 件 . 然而 ,经 
过 Aubin [3], Brezis-Nirenberg [52], PL. Lions [141], Brezis-Coron [48, 49] 以 及 
Bahri- Coron [31] 等 的 一 系列 工作 , 破坏 泛 函 更 的 (PS.) 条 件 的 值 是 一 列 离散 
的 确定 值 ， 其 中 一 个 简单 结论 是 : 如 果 


c < S53/(248?) = 4r/(3 万 2)， 
WD HE (PS). 条 件 . 而 更 的 山路 水 平 cv > 0 恰好 满足 这 一 条 件 . 这 样 用 山 
路 引 理 便 得 到 © 的 临界 点 说， 从 而 型 := uo +09 & (HD), 的 另 一 解 ， 且 


J(u?) = J(u?) + B), 


我 们 称 a! 为 (HD), 的 优 解 . 
4. Plateau 问题 的 优 解 . 
S e~ H HORI) 中 将 边界 OO 映 为 并 且 保 三 定点 不 变 的 单调 连 
续 映 射 全 体 ， 即 
6* = {ulan: u € HE(O)}. 
A 


Alg) = J(@) = J(u) +e, 9 EC. 


注意 , a9 不 唯一 , 但 J(a9) 由 9 唯一 确定 , 因而 A(g) 有 明确 定义 . 我 们 将 证 


:二 inf 4 
pos inf, (9) 


可 被 某 个 go E @* RB, HH a = ur 是 Plateau 问题 (HP) 的 解 ， 而 且 由 于 
J(i) > J(u), ù 5 u Æ Plateau 问题 的 几何 不 同 解 . 
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最 后 指出 ，(HD)。 的 解 属于 L” ( 见 150 页 Wente 引 理 ), WR g € C(OQ), 
WW u € CQ). H Morey 正则 化 , 可 以 证 明 u € C%(Q) (AL Wente [208])， 


第 二 节 ” 劣 解 的 存在 性 


一 、Dirichlet 问题 的 劣 解 
考虑 下 列 问 题 ; 求 向 量 值 函数 we HUN; RS), 使 其 满足 H- 系 统 及 Dirichlet 


边 值 条 件 ， 即 
Au = 2Hur ^u, 在 9 中 ， 


4 一 9 在 8Q 中 . 
其 中 五 > 0 是 常数 , 9 是 9Q 上 的 函数 , Ag € HOR) NL™%(09). 


在 本 节 , 将 证 明 , (HD) 的 变 分 泛 函 J ELE g 的 “附近 ”有 一 个 局 部 极 小 
的 临界 点 . 为 了 以 后 讨论 Dirichlet 问题 及 Plateau 问题 的 优 解 ， 将 给 出 这 一 极 
小 解 的 各 种 性 质 , 尤其 是 极 小 解 的 稳定 性 . 

1. 极 小 解 的 存在 性 . 

(HD) 的 变 分 泛 函 是 J (已 在 120 页 定义 ) ZRA J E HNL? bi PAK 
界 的 , 不 存在 全 局 的 极 小 临界 点 . 在 条 件 (5.3) 下 , 我 们 寻求 J 的 局 部 极 小 点 . 
任 取 实 数 R EE R< R <1/H. id 


K = {ue H": [julle < R}, (5.7) 


(HD) 


显然 (注意 2lwz A uy| < |Vul? ) 
z [ive < J(u) < > /vu Vue Kk. (5.8) 
RR, JK 上 强制 . 现在 来 证 明 
引 理 5.1 J(u) Æ K EX H! 下 半 弱 连续 的 . 


证 明 I 这 类 结论 的 证 明 , 现时 常用 Morrey 拟 凸 性 ( 见 p.9 定理 1.10). 设 
u, Pl, P2€ R3, Wp = (p1; p2)» FES 


1 2 
flu, p) := zll? + zHu -pı Apa, 
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则 当 向 量 w€ R3, |u| < RN, 
(1/6)|p? < f(u, p) < (5/6)p| 


ith, fup) 是 变量 p 的 凸 函数 ,因而 Morey ch, 根据 定理 1.10，J(w) 在 
K 上 是 五 !- 下 半 弱 连续 的 . 口 


证 明 II 我 们 也 可 不 用 拟 凸 的 概念 直接 证 明 引 理 5.1. Ku", ae K, AE 
H! 中 ， u” “a, 需 证 明 


J(&) < lim J(u”). 


通过 抽取 子 列 ， 可 设 
uà EHP, yt og EL h, 
u” Oh EQF, J(u”) = lim J(u”) + o(1). 
ZO” =u" — 4, W Jelo < 2R', FFA 


9* 一 ~0 在 Hl! 中 ， er 了 2 0 OH, 


我 们 有 
Hu") = 5 [fiver 二 |Ven"P + o(1)+ 
2 
oH (5.9) 
+ = fer ` (us + On) A (Uy + OF). 
我 们 将 对 (5.9) 中 有 关 项 逐一 估计 . 首先 ， 
2H fe OP AOR < <5 [iver (5.10) 
这 里 用 到 了 条 件 AR < 1. 其 次 , 我 们 断言 
[or enna, = ol) (5.11) 
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Mor MOC LH, ur Ady > GAG, CEL? H RHC AERA), 因此 (5.11) 
成 立 . 类 似 地 我 们 有 
Je ng} =o (5.12) 
最 后 ,由 于 wr “3a Lo, 我 们 有 
fe r= ads rity tol) (5.13) 
由 (5.9) 出 发 , 结合 (5.10) 一 (5.13), 我 们 有 


J(u”) > J(&) + ; / |ve"|? + o(1), 


# J(u) < lim J(u”). a 


定理 5.2 (Hildbrandt) 34 g € H/?NC(00,R%), # HR <1, 那么 问题 
(HD) $4 — Ay SRR Bu, lulo < ux J(u) 的 局 部 绝对 极 小 解 ， 即 存在 
ô > 0 使 得 


J(u) < J{u+v), Vue He E wll < ô. (5.14) 


证 明 FH (5.8) 知 , J 在 K; 上 强制 ; 由 引 理 5.1 知 , J 在 K, 上 万 !- 下 半 弱 
连续 . 注意 到 Kg 是 互 : 中 的 凸 闭 集 ， 因 此 存在 ve K 使 得 


J(u) = iat J(u). (5.15) 


BATE lulo < R Amik- BGR ue Kg 的 内 点 ,从 而 是 HD) 的 解 . 
往 证 |lulloo < R. Mn € A.(Q;R), WHF t> 0 充分 小 , H u-t E Ky, 


而 由 (5.15) R4, J(u) < J(u 一 tmw)， 因而 


d 
> -一 B _ , 
0 > = Filo Y T tm) = m, J (w) 


= f vuv em +2n f mu- uehun 


—(1/2)Alul? + |Vul? +2Hu -us ^u <0 EPN) 中， 
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Kue Ky, Hullo <1, & 
—Alul? <0 #2 (Q), 
Bll jul? 是 下 调和 函数 , 根据 极 大 值 原理 ， 


laleeo < llulloo,a0 = 和 leeeo < R- (5.16) 


W ô= R R, Wve Hg |lullo <8 RITA u +v Ee Ky, W (5.14) 
成 立 . 口 


注 记 5.1 修改 引 理 5.1 的 证 明 TL, 则 可 发 现 : 极 值 问题 infusKk。 J(u) 的 任 
一 极 小 化 序列 在 Ho 中 都 是 相对 列 紧 的 ， 


2. 极 小 解 的 稳定 性 , 
本 小 节 将 证 明 ，(HD) 的 局 部 极 小 解 是 稳定 的 . 设 v 是 问题 (HD) 的 劣 解 ， 


Tu(v) = f Vo 44H | uve ney 


引 理 5.3 iu ÆRE 5.2 所 给 问题 (HD) 94, MAE S > 0 使 得 
Ty(v) > d||Vol[3, Vv € Hi. (5.17) 
注 记 5.2 d?J(u)(v,v) = Tu(v). 引 理 5.3 说 的 是 , ZA J 在 4 处 的 二 阶 
微分 是 强制 的 . 这 样 的 临界 点 称 为 J 的 稳定 临界 点 ， 也 称 其 为 对 应 Euler 方程 


(HD) 的 稳定 解 . 若 (AD) 的 某 个 解 we 满足 d2T(u°)(v, v) > 0， 则 称 wo 是 半 稳 
定 解 . 


证 明 首先 注意 , (5.17) 式 等 价 于 下 式 (其 中 常数 jy > 0): 
Tu(v) = allel}, Vu € Ho. (5.18) 
对 于 ve CHQ R?), X ltl > 0 充分 小 , > 


folt) = J(u + tv) ~ J(u), 
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直接 计算 可 得 
ld) =tf {Vu Voto ws Am) + f (vel 


2Ht? 
3 
HF u EHDE, 上 式 右 端 第 一 个 积分 为 零 , 再 利用 引 理 5.28 ( 见 p.155) 提 
供 的 恒等式 ， 上 式 变 为 


fo(t) = (t?/2)Ty(v) + 2H V (v). (5.19) 


J {evenor [us A vy + Ur A uiy] } + 2HEV (0). 


由 不 等 式 (5.14) 知 , folt) Æ t = 0 处 取 极 小 值 和 (0) = 0, 因而 17(0) > 0, 即 
fy (0) = Ty(v) 2 0. (5.20) 


且 若 上 式 取 等 号 , MYA £0) = 12HV(v) = 0. 
(5.20) 对 所 有 v € C 成 立 , 过 渡 到 极限 则 对 所 有 ve Hy 成 立 . 现在 , 令 


A= inf T) (5.21) 
ožvekà livi 

则 依 (5.20), à > 0. ALT (v) Æ v Wee, i Hi- FEE, A 可 被 某 个 

0 关 5€ 达到 . 
若 入 > 0， 则 命题 获 证 . HR, 如 若 入 = 0, HHO e Hi 达到 (5.21) 的 

下 确 界 入 = 0, 即 
i++ 本 = (5.22) 
对 极 值 问 题 (5.21) 应 用 Lagrange 乘 数 法 ( 乘 子 为 零 )， 同 时 使 用 引 理 5.27 中 的 

恒等式 化 简 , 我 们 有 


Ab = 2H (uz Nb + Ùr A Uy)- (5.23) 
根据 Wente 正则 化 引 理 (IL p.150 ) 8 E L”. 因 fo(0) 是 fo(t) 的 极 小 值 , 并 月 
5(0) = 0， (0) = 0, fs (0) 二 0， £3"(0) = 0. 


以 上 各 式 成 立 的 根据 是 ; 第 一 式 来 自 定义 ; 第 二 式 的 成 立 是 因为 fo(0) 是 felt) 
的 局 部 极 小 值 ; 第 三 式 来 自 (5.22); 最 后 一 式 的 依据 是 前 一 式 的 推论 (否则 
fs(0) 不 是 极 小 值 ). 
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felt) 是 上 的 至 多 三 次 多 项 式 , 因而 f(t) =0 B J(u +t?) = J(u). 由 
定理 5.240, (u+ tô) 满足 A, 即 


A(u + tù) = 2H (u + td), A (ut td)y, (5.24) 
上 式 关于 + 上 求 导 两 次 , 得 到 名 入 贸 = 0, 回 到 (5.22) RBA Svo? = 0， 即 有 
v=0. 这 一 矛盾 说 明 入 > 0. 口 


3. 稳定 解 的 唯一 性 . 
命题 5.4 在 定理 5.2 的 条 件 下 ， 问 题 HD) 不 存在 除 极 小 解 u 以 外 的 半 稳 
定 解 . 


证 明 假定 除 u 外 ， 另 有 一 个 半 稳 定 解 w © HI NLM, wu Au. > 
1 一 E folt) = J(u+tv) — J(u), W f(t) 是 t 的 至 多 三 次 多 项 式 . 
是 J 的 临界 点 , 所 以 fiO) = fi) = 0. 由 此 可 知 fL = ct(1 — t). 


HF u tatt u 是 半 稳 定 解 ,由 (5.19) 式 看 出 
fo) = Ta) >0 fF)=T(v)>0. 


v= u 
U, Ul 


但 f(t) = c(1 — 2t), 不 可 能 同时 满足 上 两 式 , 这 一 矛盾 便 证 明了 命题 . 口 


4. 极 小 解 对 初 值 的 连续 相依 性 . 
为 便于 讨论 具 常 曲率 的 Plateau 问题 , 我 们 需要 知道 Dirichlet 问题 的 极 小 
解 对 初 值 的 某 种 弱 的 连续 相依 性 . 
BE {gn}8° CH12(69)nL%(90), 满足 
| IIgnllzee(any < R, lgnllyi2(e0) SC; (5.25) 
lga — Gollz-cany — 9, 


wu” (n=0, 1, 2,---) AM FE gn 的 Dirichlet 问题 CHD) 的 极 小 解 , 那么 
关于 w? 我 们 有 什么 结论 呢 ? 我 们 有 
引 理 5.5 在 条 件 (5.25) 下 ， 成 立 : 
u” u Æ HM) 下; (5.26) 
且 存在 序列 {v} C HL (Q) NL (Q) 使 得 


lo” — u”llze = 0, le” ~ wp) > 0. (5.27) 
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un” 的 好 处 是 , 在 边界 OQ E, 边 值 均 为 go. 


证 明 首先 , (5.27) KE (5.26) 因为 , 根据 (5.27) 的 第 一 式 , u- — 0 
于 HEO) 中 , 而 (5.27) 的 第 二 式 导致 ?一 9 一 0 于 HO) P. 
令 h” 是 如 下 Laplace 边 值 问题 的 解 
Ah” =0 在 中， h"lon = gn 一 go 
Bot =u? —h", 则 (oleo = go) 满足 引 理 的 要 求 . 
确实 , 根据 极 大 值 原理 , 显然 有 
le” = u”lro = lA lze = Ilgn = gollen) 一 0， (5.28) 
这 就 证 明了 (5.27) 的 第 一 式 . 为 证 明 第 二 式 , WR e (R, 1/8), ic 
K” = {u € H’ : ulaa = gn, lulle < R'}, 
K? = fu € H’ : ulan = go, lullze < F’}. 
Al |lu"||n00 < R, 据 (5.28), 对 于 充分 大 , uth” eK”, ve =u™—h" eR. 
先 记 住 一 个 事实 : Blu” 是 (HD)。 的 极 小 解 ， BOTT n 充分 大 ， 
J(u”) < J(u +h”). (5.29) 
我 们 断言 , 当 n 一 o 时 ， 
J(u) < J(u) + o(1), (5.30) 
这 将 表明 v” e K 是 极 值 问题 
inf, J@) (= J) 
的 一 极 小 化 序列 , 因而 v Æ H PRU u ( 见 126 页 注 记 5.1 ). 
往 证 (5.30). 首先 由 了 在 六 ”上 的 强制 性 及 (5.29) RAI 


J ver < J(u") < J(u +h”), 


而 J(u+ h") AR (h AIO LO 中 有 界 )， 故 


lala <C, lvln <C. (5.31) 
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现在 , 回顾 7 的 表达 式 


1 2H a 
rom) = [vep E [ogn 


RE (VER v =u -— h”) 


J vr = Jivune—2 fv - VR” 十 iver. (5.32) 


接 下 来 证 明 


[EL EA (5.33) 


确实 , (YER u” = 0" +h” ) 我 们 有 


/人 
其 中 B= fo [ob A hg + hE A vg] = 012), (由 引 理 5.33) 


h= [ng = o0) (th (5.27) B (531) 
故 (5.33) 成 立 . 综合 (5.32) 5 (5.33) AR, 并 注意 J 的 表达 式 , 我 们 有 
J(u") = J(u") 一 5 J Van |? 一 [ve - VR” — E far -hg Ahy + o(1). 
将 (5.29) 右 端 展开 , 注意 应 用 (5.27) 及 如 一 、 0 这 一 事实 简化 , 得 
Iu?) < J + f Vu: vi + 全 une ahs + oC) 
合并 以 上 两 个 长 表达 式 得 
u- | vor- u) ya” ~ 24 (v” — u) -RẸ A hh + o(1). 


上 述 不 等 式 的 右边 第 一 个 积分 等 于 零 ， 这 是 因为 w” — ula = 0 及 Ah” = 0; 
而 第 二 个 积分 根据 引 理 5.32 BFS. 于 是 


J(u") < J(u) + o(1). 


这 样 使 证 明了 不 等 式 (5.30), 也 就 证 明了 引 理 5.5. 口 
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二 、Plateau 问题 的 劣 解 
HT CR? 是 一 Jordan HR, 考虑 本 章 起 初 提出 的 问题 : 求 一 个 向 量 值 
函数 ve HHQ; R?) NC(Q) 使 得 
Au = 2Hug ^ Uy 在 0 中 ， 
w(u) = 0 在 OQ, (HP) 
u(OQ) =T, H ulan 单调 . 
RE, A> 0 是 一 常数 , 而 w(w) 表示 u 的 Hopf 导数 . 


利用 我 们 对 Dirichlet 问题 极 小 解 的 认识 及 Douglas-Rod6 方法 ( 三 定点 条 
件 及 Courant-Lebesgue 引 理 ), 并 注意 到 体积 积分 的 同 胚 不 变性 ,不 难 给 出 问题 
(HP) WH HF. 


我 们 将 在 条 件 (5.1) 下 展开 . 考虑 下 列 极 值 问题 


= inf J(u). 34 
u ink. (u) (5.34) 


这 里 Kx 已 由 (5.6) 定义 , 内 中 R € (R, 1/8). 
定理 5.6 HR < 1， 则 极 值 问题 (5.34) A R, ËE uc KREG 
J(u) = p 
TEAR 设 un E€ HE ERE (5.34) 的 一 极 小 化 序列 ， 
J (un) = wnt. J(u) + o(1), 
我 们 有 (A (5.8)) 


L f vp < su) =u +00), 


因而 luta < C ER, WEE uc H! 使 得 wr Sut Htp. 由 于 Hr 弱 列 
闭 ( 见 p.114 命题 4.4 ), RATE u e Ht. 最 后 由 于 J 在 Kx 上 是 下 半 弱 连续 的 
( 见 引 理 5.1 ), RIA 


J(u) < liminf J(u”) = n. 


Bl ue Ah 是 极 值 问题 (5.34) 的 解 . 口 


- 132- 变 分 法 与 临界 非 线 性 


引 理 5.7 Æ u € AR SAME A (5.34) WAF, N] u 4% Plateau 问题 (HP) 
的 解 . 


证 明 iE ujao = 5 W Ks c Ke (K; 由 (6.4) 定义 )， 因 而 义 满 
XE J(u) = inf J(u). 根据 定理 $52, u 是 (HD)s 的 解 (满足 H J, E 
lulz» < R. 
AUE u HEREZ WEH u A Hopf 导数 w = 0. 为 此 , 考虑 泛 函 J(u) 
E u MPF KO 的 变 分 设 Z = (X,Y) € C(O, R?) 是 任 一 向 量 常 在 边界 
dQ EZ-i=0.4 
olt, z) =z+tZ(z), 


则 对 于 H a), pt, ) EME 112 页 ) . 记 wt = vo d(t,-), W 
ut € Hr. 由 于 J(u) 是 共 形 不 变 的 , u 也 是 泛 函 了 在 Kr 上 的 极 小 值 点 ， 因 此 
t 二 0 时 J(w!) 取 极 小 值 J(u), 3 

d nod 
d = 


(E(u') +2HV(u*)) =0, 


t=0 


R E(u), V(u) 分 别 是 Dirichlet 积分 与 体积 积分 , 因 体积 积分 (u) 在 微分 
同 豚 下 不 变 ,，(d/dbV(i = 0, .上 式 变 为 


d 
dt |,_9 


这 式 与 (4.15) 式 完全 一 致 ， 照搬 引 理 4.2 的 证 明 步 又 , 得 出 结论 w(w) =0. oO 


_d t/2 _ 
E(u) = ah JM! =0, 


第 三 节 DIRICHLET fa] BAA RAB 


我 们 已 经 得 到 Dirichlet 问题 (HD) 的 一 个 极 小 解 或 劣 解 u. 现 寻 找 问 题 
(AD) Wau = u +v 的 另 一 解 ,这样 v 满足 
Lv = —2H v; Avy 在 Q tH, 


(5.35) 
v=0 在 00 上 ， 


其 中 
Lu = —Av+ 2H (uz N Vy + Vz A Uy): 
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L 显然 是 Hi LH BHT. 
本 节 的 主要 任务 是 证 明 如 下 Brezis-Coron 定理 . 


定理 5.8 (Brezis-Coron [48]) 设 g € H"? N L®(ƏN), H g # Const., M] 
在 条 件 (5.3) (PPHR <1) F, 问题 (HD) 至 少 存在 两 个 不 同 的 解 . 


一 、 变 分 结构 
问题 (5.35) 对 应 的 变 分 泛 函 是 ，@(o) = J(u+v) 一 J(u). 利用 引 理 5.28 
(HL p.155) 提供 的 恒等式 ， 容 易 看 出 ， 


1 2 
(v) = 5 lulv) + gt W(v), v € Hy NL”, 


EP W(v) = 3V (v), 也 叫 体积 积分 , m Tyv) = (v, Lv), B 


v) = | Vo? an fu Uz A Vy. 


泛 函 更 中 的 体积 积分 Wo) 具有 共 形 不 变性 ， SEO 不 满足 PS) 条 件 ， 
在 应 用 变 分 法 时 , 须 作 更 细致 的 分 析 . 这 里 ，Wente 等 周 不 等 式 起 作 重 要 作用 ， 
它 扮演 类 似 于 Brezis-Nirenberg 模型 中 最 佳 Sobolev 不 等 式 的 角色 . 

体积 积分 W(v) 带 来 的 另 一 不 便 是 , CRE LSN Fe 时 才 有 意义 , 而 应 用 
变 分 法 时 须 在 整个 He 上 讨论 . 这 - -点 也 可 通过 Wente 等 周 不 等 式 来 克服 

1. Wente 等 周 不 等 式 . 

Wente 等 周 不 等 式 是 通常 等 周 不 等 式 的 另 一 种 表现 形式 ， 它 的 证 明 
( 见 Wente [209]) A ŻA F Bononcini 的 有 关 不 等 式 ，Wente 等 周 不 等 式 也 称 为 
Bononcini-Wente 等 周 不 等 式 . 


引 理 5.9 (Wente 等 周 不 等 式 ) 对 于 任意 vE 2(R?; R?), 成 立 如 下 不 等 式 


foal <5 /vr 


其 中 S 为 最 佳 常数 ，S = (327)1/3. 


记 
R(u,v) = ic ` Ug A Vy, (5.36) 
应 用 初等 微 积分 , 可 以 证 明 , 与 Wente 等 周 不 等 式 等 价 地 有 下 列 
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命题 5.10 (Wente 等 周 不 等 式 ) 对 于 任意 u,v e 2(R?; R?) 


|R(u,v)] < (1/5) || Vella Vol. 


在 应 用 变 分 法 时 , 我 们 需 扩 张 Ru, v) 及 Ww) 到 整个 AGE. 为 此 , 除了 
上 述 命题 中 不 等 式 , 还 需 


命题 5.11 Ru, ve HiNnL”%, 则 有 下 列 恒等式 


R(v,v + w) = R(v, v) + Riv, w) + 2R(w, v), (5.37) 
W(utv) =W(u) + 3R(v,u) +3R(u, v) + W (v). (5.38) 
WEAR 由 引 理 5.28 可 得 . 口 


由 此 ,再 根据 Wente 等 周 不 等 式 (命题 5.10), 我 们 有 


引 理 5.12 由 (5.36) 定义 的 映射 (u,v)  R(u,v) 可 以 唯一 连续 扩张 到 
H!(Q) x HL(Q), BR 


|R(u,v)| < (1/S)*/?|| Valle [Vol]. 


今后 ， 凡 出 现 R(u,v) R Ww) 指 的 就 是 上 述 扩张 , 它们 除 保持 Wente 不 
等 式 外 , 也 保持 了 恒等式 (5.37) 与 (5.38). 进而 

引 理 5.13 ”我们 有 

(a) vo “sv Æ HEY = R(u,v") 一 R(u,v), 其 中 ueH!; 

(3) 6° = 0 Æ Hi F = W(v + 6") = W(v) + W(8") + oll). 

注 记 5.3 正如 最 佳 Sobolev 常数 不 能 在 有 界 域 上 达到 ，Wente 不 等 式 中 的 
最 佳 常数 S 也 不 能 被 HG (2) 中 的 函数 达到 . 否则 将 有 非 零 函数 ve HY (O) W 
HH: 

Av=Uz\vy 在 人 9 中， vlen =0, (5.39) 


与 Wente 的 唯一 性 定理 (定理 5.14) 相 了 矛盾 . 


the 
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注 记 5.4 Wente 不 等 式 中 的 最 佳 常数 9 可 被 如 下 一 族 向 量 值 函 数 取 到 : 


(x,y; 5) 
E2 十 g2 + y2’ 
注意 , u = (x,y) 给 出 了 中 心 在 (0,0, (2e)-1), 半径 为 (2e)-! 的 球面 的 共 形 
参数 表示 ， 道 映射 (85)-1 是 由 北极 (0,0,671) 发 出 的 球 极 投影 . 


F(z, y) = <E > 0. (5.40) 


定理 5.14 (Wente [210]) # Rv € HE(Q) 是 问题 (5.39) HA, Mv=O0. 
证 明 利用 反射 将 vw(z) 扩充 到 整个 复 平面 C， 即 令 
v(z) = —v(z/|z)?), lz|>1. 


这 样 , v 在 整个 R 上 在 弱 意 义 下 满足 (5.39). 根据 Wente 正则 化 定理 , v 在 R? 
上 光滑 . 另 一 方面 , 由 于 wv 的 Hopf 导数 w = v2 一 好 一 2iuc:uy Æ C 上 全 纯 , H. 


上 人 Vol? = 2 人 IVul? < 00, 


我 们 有 w € (R?) 由 全 纯 函 数 的 均值 公式 , WER R > 0R z EC, 我 们 有 


1 
Wols sR Sf. ary 


故 w o0, By BIEN, 故 由 wlan = 0 推出 Vvjen =0, AT v= 0. 口 


2. 山路 型 结构 . 
泛 函 更 具有 一 个 山路 型 结构 ， 因 为 根据 引 理 5.3, 我 们 有 


Ty(v) > 6[[Vull3, Vue Hy, 


故 在 邻 域 UV := {v € HE: vol。 < (S32(48)-1)6}) 的 边界 OU 上 , 应 用 Wente 
等 周 不 等 式 得 1 ; 
O(v) = zte) 一 了 互 克 (人 o) 
> 2714||Voll3 一 3 再 |Vol 
一 4 -163 > 0 = (0), 
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使 得 W(w1i) < 0， 则 对 于 上 > 0 充分 大 , 我 们 有 


(vı) :一 下 (tol) < 0, 


EI GB 满足 (mpo). 因此 


c= inf max ®(w) (5.41) 


是 泛 函 更 的 广义 临界 值 . 这 里 多 为 万 中 联结 0 与 w 的 道路 PP 的 集合 . 

如 果 我 们 能 够 证 明 B 在 山路 水 平 满足 (P.S), 条 件 , 便 可 获得 问题 (5.35) 
的 一 个 非 平 凡 解 ， 因 而 获得 问题 (HD) 的 非 极 小 解 . 但 由 于 O(v) 的 表达 式 中 
的 Dirichlet 积分 D(v) 与 体积 积分 W (v) 都 是 共 形 不 变 的 ,， B(v) 不 满足 全 局 的 
(P.S) 条 件 , 这 正 是 问题 的 困难 所 在 . 


3. 条 件 极 值 . 
我 们 也 可 将 问题 (5.35) 转化 为 条 件 极 值 问 题 . g u e HZ NLP), ve 
HEQ), 类 似 于 Yamabe Fj, + 


Vol? +4H fu- vr 人 
Q(u,v) = LM! aa ve NY (5.42) 


Be u Ae fall (HD) AAR, 考虑 极 值 问题 
A = inf{Q(u,v):u€ Hj, W(v)=1}. (5.43) 


HBA, 求解 (5.35) 的 问题 便 化 归 为 求解 极 值 问题 (5.43). 


确实 , 若 ve Hy 是 极 值 问题 (5.43) 的 解 , 由 Lagrange RTK, v 满足 ( 注 
m W(v) =1) 


Lu = Az A vy EQ, 


PAF A, Do = —(A/2H)v, W) o ENB (5.35) 的 解 . 


R BF Wo) 在 Ab 中 不 是 弱 连 续 的 , 要 证 明 极 值 问题 (5.43) 可 解 , 需 
进一步 作 细致 分 析 其 极 小 化 序列 . 


第 5 章 月- 方程 及 PLATEAU 问题 . 137- 


4. 两 种 变 分 法 的 等 价 性 . 
不 论 采用 山路 引 理 还 是 应 用 条 件 极 值 的 办 法 , 我 们 本 质 上 得 到 问题 (5.35) 
相同 类 型 的 解 . 这 可 从 以 下 的 命题 5.15 中 看 出 . 首先 考虑 
ci:= inf sup®$(tv). (5.44) 
0zvEHG t>0 
对 于 给 定 的 0 关 v€ Hi, WRW(v) > 0, 则 supo O(tv) = +00; on 
W(v) <0, 由 初等 微 积分 可 知 , B(tv) Æ ty = —Ty(v)/(2HW (v)) BUR ALE 


E — 1 wP 
Xi o 取 下 确 界 , 则 得 cl = A3/(24H2). 因此 , 车 也 是 极 值 问 题 (5.43) 的 解 ， 则 
b= —(A/2H)6 满足 
S(T) = cl = A? /(24H”) (5.46) 
命题 5.15 Buy e Ab RA Wn) <0, O(n) <0 设 c 及 cl 分别 由 
(5.41) 及 (5.44) 所 给 ， 则 c = cl = A3/(24R?). 


证 明 首先 , 我 们 注意 , RAW = {vE Hi: W(v) < 0} 是 道路 连通 


的 . 由 此 , RAO = {ve W7: gw) < 0} 也 是 道路 连通 的 . 因而 , 对 于 所 有 
vi E ®, (5.41) 式 都 产生 辐 一 广义 临界 值 c. 由 此 可 知 , e< ei. 


另 一 方面 , W7 中 的 连续 超 曲 面 ee 
Y= {thv: ve dUNw }, v | 


将 W- 分 为 两 部 分 ( 见 图 5.2)， 
OQ, ={tp: ped, t>1} 


及 Qo = {tp: py EE, t< 1}. ， ， 
W- 中 原点 0 附近 的 点 及 O 中 的 点 分 别 位 于 其 两 TE | 
测 .因此 任意 联结 0 和 me a- 的 道路 已 必然 与 了 这 
相交 ， 记 交 点 为 Ups 则 


图 5.2: 山路 型 结构 


(w) > = 
max (w) > (vp) sup P(tvp) >c, 


取 下 确 界 , 便 得 c> cl. 故 cl = c. g 
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注 记 55 ”在 应 用 山路 引 理 时 , vo 及 的 选择 具有 很 大 的 自由 度 . 我 们 知 
道 , 在 (po) 中 , 任意 选择 v1 € 再 - 产生 相同 的 广义 临界 值 c. 此 外 , 取 常 数 4 
适当 小 , 使 得 当 wo © HE E ||Voolle < 453/2 时 


P(vo) < 5183 < 418 < inf B(v), 


RECEDES (0, 0°] 上 都 有 B(v) < infoy P(w). 在 (mpi) 中 选择 这 样 的 v? 
也 将 得 到 同一 广义 临界 值 c. 


根据 以 上 注 记 , 可 得 下 列 估计 , 这 将 在 讨论 问题 (HP) 的 优 解 时 用 到 ， 
命题 5.16 存在 常数 4 > 0, 14 v © HE E ||Vv Ilo < 453/2 时 


A3 Vue Hi,v#0. 


® tv) > 
sup P(vo + v) 2 A? 


证 明 4 W(v) > 0, SIR supo (v9 + tv) = +00. 4 W(v) =0, W 
0 La /0 2 17/10 
O(u + tu) = Te +tv)+ giv + tv) 


2 
= Tul) + 2Ht? fe Ug A Vy + O(t) 
ô 1 
2 83⁄2 
所 以 , 只 要 4 适当 小 , 依然 有 supo (V? + tv) = +00. 4W(v) < OM, 取 
to > 0 充分 大 , 使 当 t> to FD? + tv) < 0. 考察 连结 v0 Rv? + tov 的 所 有 
道路 上 产生 的 广义 临界 值 ， 由 注 记 5.5 知 


> AlvolB( IVa) +00), 


— 一 、 


1 
sup (v? + tv) > c= AS. 
Octet ( ) 24H2 


这 就 完成 了 命题 的 证 明 . 口 


5. Aubin 型 判 据 . 


引 理 5.17 设 A 为 (5.43) 所 给 . 如果 A < S， 则 极 值 问 题 (5.43) 的 每 一 个 
极 小 化 序列 在 HUO) 中 相对 列 紧 ， 因 而 A 可 被 菜 个 达到 . 
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证 明 i ou” c HG (Q) 是 极 值 问题 (5.43) 的 一 个 极 小 化 序列 , 满足 


|v"? +4 R(u,v") =At+o(1), Ww") =1. (5.47) 


由 上 式 及 引 理 5.3 知 , v” Æ HO) PAR, 故 可 抽取 子 列 , 仍 记 为 v*, 使 得 
wy EHH, hou OF, 
Wo =v+0, 于 是 
eso EH t, Pao HOP, 
根据 引 理 5.12 4, R(u, v”) = R(u, v) 十 o(1), 所 以 (5.47) BA 
Vv] + 4H R(u, v) + || V07} = A+ o(1), (5.48) 
mR o PESTE, 利用 关系 A < Q(u,v), 我 们 有 
A|W (0) P/9 < Voll} + 4H R(u, v), 
但 即便 v EEFE, 上 式 依然 成 立 . 结合 (5.48) 得 
[V072 < AU 一 | 了 (23) + ol1). (5.49) 
男 一 方面 , 根据 Brezis-Lieb 型 分 解 ， 我 们 有 


1=W(v+ 6") = WW) + We") + o(1). 


1 < [W (o) P + WO)P + 0(2). 
根据 Wente 等 周 不 等 式 SW (Er) 2/3 < Vers, BERE 
1 < (W) PA + SVE" + of), 


或 等 价 地 
Iver? > S(1 — |W) P) +001). (5.50) 
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由 (5.50) 及 (5.49) 式 可 得 
(1— (A/S))||Ve"||5 < o(1). 


因 A < 5S， 上 式 两 边 取 极 限 得 lm 上 V9"||2 = 0. BN o” Æ Hi 中 强 收敛 于 v， 因 
iy W(v) =1. 由 (5.48) 知 Q(u,v) = A 达到 下 确 界 . 口 


二 、 试 验 函 数 及 其 估计 

1. 主要 估计 . 

接 下 来 我 们 的 任务 就 是 寻找 一 个 试验 函数 

引 理 5.18 38 u € C? N L®(Q; R?) (不 必 是 (HD) HH), u A Const.. 记 

A = inf {Q(u, v) : v € Hl, W (v) £ 0}, 

其 中 Q(u,v) © (5.42) 定义 ， 则 A < 9. 

证 明 由 共 形 不 变性 ，Q(w,v) = Q(ucy,voy), Pi Vul FO, H 
& = uz (0), 5 = wy(0) 满足 

@-7+0-7<0, (5.51) 

Bey, 7, k Æ R 中 的 规范 基 向 量 ， 

确实 , 假定 Vul) 关 0, 选择 共 形 变换 -一 分 式 线性 函数 p :9 a, 使 得 
of0) = 29 H u o ọ 满足 (5.51). 

现在 , 我 们 通过 (5.40) 所 给 函数 多 构造 试验 函数 vs. 取 径 向 对 称 函 数 
E € D(Q;R) 使 得 

€(z)=1, z € Ba; E(z) =0, z € Q \ Bags, 


0< 6 < 1/2 是 固定 实数 . + 
E(r) 


e? 4 r? 


v? Ep (2, y,€), 


则 对 于 这 样 的 试验 函数 , 我 们 有 
Q(u,v®) = S+ SH(@-74+6- De + Oe|llogel), (e140) (5.52) 
这 样 ， 由 于 (5.51), 对 于 e > 0 充分 小 , 我 们 就 有 Qlu, vf) < 95,， 从 而 A < S. 
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现在 开始 证 明 (5.52). 为 下 文书 写 方便 , 令 fe = (2 +r) RATA 


dzdy _ 

Le = fai fez qra OM = B+ OM), (5.53) 
3 dady 

Lf 7 人 (e2 十 72)3 + OU = De = + O(1), (5.54) 


先 估计 梯度 项 . 我 人 有 Vut = EVO + VE, M |V? = 2f2, 所 以 
f [Vut]? = J, 2/2 + 0(1) = = +00). (5.55) 
接 下 来 估计 体积 积分 . 由 混合 积 的 性 质 可 见 
ve - (up Avg) = Ob - (5A 65) = EE S, 
从 而 根据 (5.54), W(v®) = T/(2s3) + Ole), i 
|W (v°) [2/3 = (1/25 5 (14 O(e')). (5.56) 
最 后 估计 Ru, v). 注意 在 z = 0 点 ， 有 展开 


w(x, y) = u(0) + ar + by + O(r?), 


我 们 将 建立 如 下 估计 
fo = f u0) (vs a2) = 0, (5.57a) 
n= f (r+): (EA) = (@-745- PE +000), (5.57b) 
h= /oo - (0$ AvE) = O(|logel). (5.57c) 
因此 ， 


R(u, vf) = f u: (vs Avs) 一 1 十 五 十 五 ， 
2 
= (a+b Ne + O(|loge]). (5.58) 


将 (5.55), (5.56) 及 (5.58) 合 起 来 便 得 (5.52). 
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验证 (5.57a) ”由 引 理 5.28 提供 的 恒等式 (5.95) 知 , Io = 0. 
验证 (5.57b) 依旧， 由 恒等式 (5.95), 我 们 有 


=z fv [Engt wend) 

= 5 [ee Langs) nD] 
lf. oe 
== | Ef. Ab 
3 eto [E A7+TAb] 


= RA 十 ba2)E 一 Q3Z 一 bay| 


[este = [wR =o. 


由 对 称 性 ， 


因而 由 (5.53) 得 ， 
1 
h=5 [eka + ba)e = (a1 + ba) 5 + O(e). 


验证 (5.57c) 我 们 有 


sc f Pme f PiverP +00) 
dzdy 
QE +r? 


这 样 便 完 成 了 引 理 的 证 明 . c 


=20 f f+ 00) < 2C = O(|log el). 
Q 


2. Dirichlet 问题 的 优 解 . 
我 们 用 如 下 引 理 给 出 定理 5.8 的 证 明 


引 理 5.19 在 定理 5.8 的 条 件 下 ， 由 (5.43) 定义 的 下 确 界 A 可 被 某 个 
PE Hj RE], E 


(5.59) 
是 问题 (HD) 的 解 . 进而 


(5.60) 
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注 记 5.6 由 引 理 5.19 立 知 , a Au. 这 是 因为 , 根据 极 小 解 u 的 稳定 性 
( 见 引 理 5.3) 及 Wente 等 周 不 等 式 ( 见 引 理 5.9 ), 我 们 有 A>56>0. 


WEAR 根据 引 理 5.18, 我 们 有 A < S, 因此, 根据 引 理 5.17， 下 确 界 
A = inf{Q(u,v): ve Hj, W(v)=1} 可 被 菜 vo e Hi 达到 , 根据 p.136 的 论 
述 , 5 = 一 (A/2H)w 是 问题 (5.35) 的 解 ， 故 (5.59) 是 (HD) 的 解 . 根据 (5.46), 


J(u +8) ~ J(u) = 更 (四 = A°/(24H”), 


移 项 便 得 到 (5.60). 这 样 便 完成 引 理 5.19 的 证 明 . 口 


第 四 节 PLATEAU 问题 的 优 解 
WT c R 是 一 封闭 的 Jordan 曲线 ， 也 就 是 说 ， 存 在 1-1 对 应 的 映射 
a: AQ 一 R? EET = a(69), 并 且 


a € C(ON; R?) mn H"? (ƏN; RÌ). 


这 里 , OCR 是 单位 圆 盘 . + 
R = max ja]. 
on 


考虑 本 章 起 初 提出 的 问题 : 求 一 个 向 量 值 函数 we H9; R) NC(Q) 使 得 
Au = 2Hug A ty EQF, 
wlu)=0 在 9 中 ， (HP) 
u(ðN) =T, Bulag 单调 . 
这 里 , H > 0 是 一 常数 , 而 w(w) =u? — u? — 2ius uy 表示 以 的 Hopf 导数 . 
我 们 将 证 明 如 下 Rellich 猜想 
定理 5.20 (Brezis-Coron) 3T c RÌ £— Jordan 闭 曲线 , AR < 1， 则 
问题 (4.10) 至 少 存在 两 个 几何 不 同 解 . 


注 记 5.7 我们 说 两 个 解 是 几何 不 同 解 ， 如 果 其 中 一 个 解 不 能 由 另 一 个 解 
通过 共 形变 换 获得 . 
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一 、 极 小 化 能 量 
为 证 明 Plateau 问题 (HP) 存在 第 二 个 解 ,我 们 按 如 下 步 又 来 实现 . 由 上 一 
节 知 ,给 定 g ECN), 记 ug X Dirichlet 问题 (AD), 的 唯一 极 小 解 . > 


Ag = inf { [iver + an [uy ver vr}. (5.61) 
peH 
W(y~)=1 


根据 引 理 S.19, FAI A, TRET w9 取得， 


n? 一 Ug 一 地 40D9 (5.62) 


是 Dirichlet 问题 (HD) KRH, H (HD) MIG AR ug 与 优 解 i 之 间 存 在 关系 


3 


J(G®) = J (ug) + 2. 
a Ag 
FAL A(g) = J(ug) + say 9 EP, (5.63) 
ABA A(g) FA g 唯一 确定 . 考虑 下 列 极 值 问题 
b= inf Alg). (5.64) 


引 理 5.21 AE go € 省 使 得 Algo) = infgcw A(g). 


证 明 引 理 的 证 明 分 两 个 阶段 来 完成 . 

第 一 阶段 ”这 一 阶段 的 任务 是 得 到 后 边 的 不 等 式 (5.69). WE, Bg ee 
是 极 值 问 题 (5.64) 的 任 一 极 小 化 序列 ，w" 是 对 应 于 边 值 o 的 Dirichlet 问题 
(HD) 的 极 小 解 ， 即 


Alon) = J(u") + 2% = w+ ol) (5.65) 


其 中 An = Non* 
从 (5.65) 出 发 ,注意 到 ulr < RE àn < S, 再 根据 J 的 局 部 强制 性 ， 
我 们 有 3 
1 


TL n An 
5 | Iu 2 < J(u") = u — HZ + o(1). (5.66) 
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X ula < C RENH galla < C 现在 {on} -IA R, IH 
Courant-Lebesgue 引 理 或 其 推论 ，{gn} 等 度 连 续 ， 因而 存在 on 的 子 列 ( 仍 记 为 
gn) 及 go € © 使 得 


Ign ~ gollL~t80) 一 0， gnll < C. (5.67) 
Wu? = ugo 回顾 引 理 5.5 ( 见 第 128 页 ), RANA 
u” “sy? EH! H, (5.68) 
Al JEK = {ue H: ulr < Re} 上 是 下 半 弱 连续 的 , 所 以 
J(u?) < J(u”) + o(1). (5.69) 


第 二 阶段 ”本 阶段 我 们 将 证 明 


do < An + 0(1). (5.70) 
这 -一 事实 -- 且 证 实 ， 我 们 立 得 引 理 5.21， 因 为 根据 (5.69), 我 们 有 
和 u” 入 3 
A(go) = J(uo) + a4 < u”) + a WE + 0(1) = A(gn) + o(1), 


取 极 限 得 A(go) < u» AAT A(go) = u. 
证 明 (5.70) ”根据 引 理 5.19, RANE g”, g? € HEN LY 4H DA, 及 ào 
WRR, BN 
an= |W Pran fw rp, Wier) =1: 
do= /ve Pan [uo wa aw, W(p°) = 1. 
分 析 以 上 两 式 , A u” SS USN PE wo 不 易 得 到 所 需 估计 (5.70). 因此 , 我 
们 将 用 性 质 更 好 的 序列 来 取代 u”. 
由 于 成 立 (5.67) 式 ， 再 次 应 用 引 理 引 理 5.5, 则 知 存在 v © HD, 使 得 
(a) |v" = wl = 0; (b) |v” -wm — 0. (5.71) 


借助 uo", 可 以 很 容易 证 得 (5.70). 先 证 o 的 H) 有 界 性 . 因为 wo 是 稳定 
iE, MIE ô > 0 使 得 


§fiverPs {lve san fw, 


= àn +4H(h + h). 
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其 中 n= J (0? — u”) gh Ag" = 0o( DT", 
Ip = [= 92 ney = oDe" 


这 里 , 万 的 估计 由 (5.71-a) 直接 得 到 ,J 的 估计 由 (5.71-b) 根据 引 理 5.31 而 得 . 
AIO < An < S, TÆ 


5 J |ven2 < S+ o(1) J Ver, 


Hp” 在 Hd PER. 于 是 由 和 0 的 极 小 性 得 
do < SVP HAH fw .vi Ags 
= M+t+4H(D + Ig) = An + O(1). 
这 样 便 证 明了 (5.70)， 从 而 完成 引 理 5.21 的 证 明 ， m 


二 、 变 分 区 域 


引 理 5.22 Æ A(go) = infgey Alg) M U90， 边 值 为 go 的 Dirichlet 问题 
(HD) 的 优 解 ， 也 是 Plateau 问题 (HP) 的 解 . 


根据 以 上 引 理 , 现在 可 以 完成 Rellich 猜想 的 证 明 . 
Rellich 猜想 ( 定理 5.20) 的 证 明 ”在 第 1. 节 , 我 们 已 经 得 到 问题 (HP) 的 一 
个 解 u, 其 特征 是 J(u) = infyeg J(ug). 根据 引 理 5.21 及 引 理 5.22 我 们 得 到 问 
题 (HP) 的 男 一 个 解 如 = aan, 其 特征 是 J(&) = infyeg J(u), 而 且 


T Ago AZo 
TJD) = J(ug) + zapa Z TO) + zapa > TO) 
因 J(u) 共 形 不 变 , M u 与 去 是 几何 不 同 解 . o 


为 完成 引 理 5.22 的 证 明 , 我 们 需 作 一 些 技术 准备 . 
1. 变 分 区 域 . 
it Z = (X,Y) € C%(0,R?) 是 任 一 向 量 常 在 边界 9 E, Z-7=0. 4 


o(e,z) = z+eZ(z) (5.72) 


第 5 章 HH- 方程 及 PLATEAU 问题 -147 - 


则 对 于 |e| 充分 小 , ple, z) 是 上 的 微分 同 胚 (参见 (4.14) 及 其 后 说 明 ) . id 
Rew =wodle,:), w e€ H'(Q; R°). (5.73) 
GA, Rew w ELS 中 . 利用 换 元 积分 法 还 可 得 
(V REw, VRY = (Vw, Vo) + O(e), 
其 中 |O(a)| < eC] Vwl|||Vol]. 因此 
IVR w — Vwlld < Cel|Vwllz, Vw eH (OQ). (5.74) 
2. 基于 山路 引 理 的 估计 . 


引 理 5.23 kg ce, 4 是 对 应 于 边 值 g 的 Dirichlet 问题 (HD) 49-4, AR 
么 存在 适当 小 的 常数 B > 0, 使 得 lella, < BH? 时 


sup J(utp + tv) > A(g) Vue Ho, v #0. (5.75) 
其 中 6 由 引 理 $.3 确定 . 
证 明 由 泛 函 了 与 更 的 关系 , 我们 有 
J(u +ọ + tv) = J(u) + (yY + tv), 
依 命题 5.16, 我 们 有 


3 


和 
® tv) > — 
sup (p+ v) > SIH?’ 


注意 到 4(9) 的 表达 式 (5.63), 便 证 得 引 理 . 口 


3. 关键 估计 . 


引 理 5.24 Rg eS, 而 以及 二 分 别 是 问题 (HD)y 的 劣 解 及 优 解 ， 则 


sup J(R'ut+ tR (ti —u)) < A(g) + f IV Real? 一 J \Val? + O(e?). 
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证 阴 v=- u, MRH (5.62) 式 有 


1 


1 
373 Talo) = a5 AG 


3 
入 THES 


入 
v= aH? W(v) = g? 
KWO 的 微分 同 胚 不 变性 , 我 们 有 ( 记 7 =t-1) 
J(Reu 十 tReo) = .JCReE 上 7Reu) 


1 ? 2H 

= 3 / Rar [orta-vRe+ f vo + = W(u + to) 
1 

< 31 J |V Real? 一 J va} + J(u + tv) + Clre| + Cr? el. 


应 用 恒等式 (5.38), KRA ü= utv IER u & (HD), 的 解 , 得 
J(u+tv) = J(a+rv) 


2 2 3 
= J(u) + T (4HW (0) + Ty(v)} + 了 
入 3 2 
— — g 
= A(g) 5421737 (3+ 27). 
注意 到 3+27r = 2t+1>1, 我 们 有 


J(Reu + tRev) 


W(v) 


1 d3 
<3{ wrea- f [val } + Ag) = Br + Chrel + cr 


1 
< 3{ f var - fiva} + A(g) + Ce’, (lel 充分 小 ). 
这 里 我 们 用 到 了 J(a) = A(g), 最 后 一 式 的 估计 是 二 次 多 项 式 的 性 质 . 口 


4. 引 理 5.22 的 证 阴 . 


根据 引 理 5.21， 存 在 go € © 使 得 Algo) = infgew Alg). W (AWH u ) 
为 Dirichlet 问题 (HD)go 的 优 解 (相应 地 劣 解 ). 我 们 需 证 明 


w(t) = li — |tiy|? — 2iŭz - ŭy = 0. 


为 此 , 只 需 证 明 


d 
一 - [vra =0, 
de j。 -0 
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或 者 
fiva- fiver >—Ce*, |e| 充分 小 . 


(5.76) 


& ge = Rego. 并 记 ue 为 问题 (HD) 相应 于 边 值 ge 的 劣 解 . 那么 , 由 (5.74) 


可 以 看 出 
ge — go 在 瓦 72(60) n Zee(80) 中 ， 


Ry- AQ) NLQ) P. 
故 由 极 小 解 对 初 值 的 连续 相依 性 ， 
Ue—u AQ). 
由 极 小 解 包 的 稳定 性 , 我 们 有 
[iveP + an f uv rw > 和 | Ivu Vue Ab, 
依据 (5.77) 及 (5.78), FRE Wente 不 等 式 得 
[ToP tan Am > z% f Ivo? Vue Hå, 
依 引 理 5.23， 存 在 只 依赖 于 H 的 常数 n> 0, 使 得 
A(ge) < sup J (ue +yt+tv)) Yve Hi, v0, 
Vp € Hp, ||Velle < n. 
在 (5.80) 中 取 
p=Ru-u, v=R(a-u), 
便 得 
4(ge) < sup SRu 上 ER 人 (位 一切 ). 
t>0 
另 一 方面 , 根据 go 的 定义 ， 又 有 
A(go) < Alge), 
此 外 , 应 用 关键 引 理 ， 我 们 有 


(5.77) 


(5.78) 


(5.79) 


(5.80) 


(5.81) 


(5.82) 


sup J( Rou + tR (ù — u)) < A(go) + J |V Rl? 一 J |Viil? + O(e?). (5.83) 


结合 (5.81), (5.82) 及 (5.83) 便 得 (5.76). 引 理 到 此 证 毕 . 
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第 五 节 ”正则 化 及 其 它 技 术 文 持 


本 节 我 们 将 讨论 五 方程 的 正则 化 等 技术 性 问题 . 大 部 分 内 容 出 自 Bezis- 
Coron [48]. 


PRN = {(2,y): ar +y? <1}. 在 本 节 中 , u, v, w 表示 定义 在 Qf E, R 
EF Ro 中 的 向 量 值 函数 ,yp, 9 SRO 上 的 实 函 数 . 

一 、 正 则 化 

在 讨论 H 方程 解 的 正则 化 时 , 若 将 方程 组 写作 分 量 形式 , 就 是 

Au = 2H ({u?, u®}, {u’, ut}, {u’, u?}), 
EP u= (ul, u? u3), 而 {f,9} 表示 映射 o = (f, 9) 的 Jocobi 行列 式 ,， 即 
{f,9} = frgy 一 ygs- 

这 导致 研究 一 类 更 一 般 的 边 值 问 题 


(5.84) 
p=0 在 00 上. 


以 下 介绍 两 种 正则 化 方法 ,第 一 个 是 Wente [208] 的 方法 , 第 二 个 是 调和 
分 析 方 法 . 但 不 论 哪 种 方法 , 都 依赖 于 问题 (5.84) 的 特殊 结构 ，{w,v} RAR 
度 结构 : 

{f,9} 一 (jgy)z 一 (fgzr)y. 


1. Wente 的 方法 . 


引 理 5.25 (Wente) 3 f, g € HQ). 假定 pe WETO) 是 边 值 问题 (5.84) 
的 唯一 解 ， 那么 pe C()N HQ), A 


lel + [IV ella < CIV fll2l Vgllz. 


证 明 这 里 我 们 采用 Brezis-Coron [48] 所 给 证 明 , 先 假定 f, g€ D(R?) 并 


今 


Y= Ex {f,9} = Ex*(f9y— fugr), (5.85) 
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其 中 E(x, y) Æ Laplace HF (—A) 的 基本 解 ， 


1 1 
E(z,y) = 元 log Pty 


我 们 有 
在 极 坐 标 系 (r, 0) 下 


Ay = (Joao fogr) ER? 


从 而 由 (5.85) 


WO = 去 ff (108) (ha ~ fagr) dardo 


= LIN log ~) )((fe)r 一 (jgr)oj)drdb 


-} // (108 ~) (f9a)r ara, 


分 部 积分 得 

WO = 52 Jeoyarag 
但 

2r Qn _ 

[teao= | (f — F)god9, 
其 中 


1 20 
fir)= 5 f inodo 
这 样 ， 由 Holder 不 等 式 便 有 
27 7 
p faat < |I — fllz2c0,27) 90ll 220,27): 
对 于 每 个 固定 的 > > 0, 由 f(7,-) 一 了 了 的 Fourier 展 式 易 见 


lf — filz2@,on) < Wfollz2(0,2m) 


(5.86) 


(5.87) 


(5.88) 


(5.89) 
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由 (5.87), (5.88) 与 (5.89) 得 


1 f” 1 
WOSE f Ifllz2o,2m lgollz2(0,2") dr 


1 °° 2 dr\ % 2 dr\ 1⁄2 
< 去 (/ loloma) f l|9ollz2¢0,2n) > 


< 元 |Yjllzaeallvslzzea)， 

根据 (5.86) 的 平移 不 变性 ， 将 上 式 中 的 W(0) 换 作 %(z)， 不 等 式 仍 成 立 . 故 有 
lvllzæ2) < 元 lyjllzzealvellzzeo) (5.90) 
此 外 ,从 (5.84) 及 (5.86) 得 
A(p—¥) =0 在 9 上 ， 
应 用 极 大 值 原理 
lo — vlzræ < Ile ~ Yllz~(aay = lelea 

从 而 有 

lylzæ < 2I!PIlz0@) < = “Willis R3) || Vall z2cR2)- 


FA p 乘 方程 (5.84), 我 们 得 


f Vel? = fe (fe9y — Fugs) 


< ll¢lloollV Fllall Valle < ZIYANI. 
对 于 一 般 情形 f, gE HO) 我 们 可 将 它们 扩张 为 f, je H (R?), 使 得 
llame < cl， aa < Clallam (5.91) 
根据 稠密 性 可 推出 pe C) mn HEN) 且 
lllo + || Vella < CIV Fll2 r |] v5, re 


< Cll flan cayligll aia) 
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最 后 , 若 记 了 为 函数 SEO 上 的 平均 值 , 那么 当 f, g 分 别 换 作 ff 一 及 g 一 5 
时 , (fot = {f 一 了 9 一 引 , Am vp RHA, 应 用 Poincaré 不 等 式 便 完成 引 
理 的 证 明 . 口 


2. 调和 分 析 方 法 . 

对 于 u,v € A, 我 们 知道 {u,v} € L1， 这 对 于 问题 (5.84) 的 正则 化 来 说 
是 不 够 的 . 不 过 ，Coifman-Lions-Meyer-Semmes [79] 在 其 开拓 性 工作 中 指出 ， 
实际 上 {u,v} 属于 Hardy 空间 71, 它 是 L 的 严格 子 空间 . {u,v} 的 这 一 属性 
足以 给 出 边 值 问题 (5.84) 的 正则 性 . 


Hardy 空间 及 其 对 偶 BMO(R") 的 这 一 成 功 应 用 , 促进 了 它 自身 的 发 
展 ，Coifman-Lions-Meyer-Semmes [79] 的 方法 被 用 以 解决 具有 类 似 结构 方程 的 
解 的 正则 化 ( 参见 Steffen [190], Helein [117], [118], Zheng [2171, 丁 - 陆 [226] ). 


引 理 5.26 (Coifman-Lions-Meyer-Semmes [79]) 设 f,g € Hi(R*)， 则 
{f,g} E (R?) E 


HA gia < CIV fle Valle, Yf, g € HR”). (5.92) 


证 明 EX o € D(R”) 4 sppto C {x : el< 1} E f= 1. 对 于 任意 组 
增 广义 函数 he SR”), h 关于 5 的 径 向 极 大 函数 定义 为 


mg(h)(z) = sup |h « b,(z)]. 


其 中 Bi(z) 二 7-26(z/7). 对 于 f, g € H1, 根据 Hardy 空间 Hi 的 极 大 函数 刻 
划 , 我 们 需 证 明 {f,9} 的 极 大 函数 ms{ 记 gj} e L. 首先 , 注意 以 下 两 点 : 


{fg} ={f -agh B [Vee Cr, 
Ha 是 常数 . 由 分 部 积分 得 (下 式 中 V+g = (gy, ae) ) 
mot fo}(e) =sup| f AF- Fo... Ole = 6) dd| 
=sup| J, Ufo) vg Vor(= ~ Oak] 


C — 
<supS f 1f- foyalIVaidé 
r>0 T? J Brz ' 
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这 里 Bs 表示 圆心 、 半 径 分 别 为 z 与 7 WAR: fo, 表示 f EAR Br 上 的 
平均 值 . 取 实 数 p > 2 并 令 p' = p/(p 一 1). 于 是 由 Halder 不 等 式 得 


C - 1/p Nl/p 
metfgassapS( fit- FoP) (fiver) 


& s =2p/(2+p), Bl p = 2s/(2—s), W1<s<2,1<p' <2. X Poincaré 不 
等 式 与 Sobolev KAATER, RITA 


s-i P) elf wi) vee mn). 
Bre Brz 


注意 , RAW 一 既是 临界 的 ,上述 不 等 式 具 有 平移 不 变性 及 伸缩 不 变性 ， 
常数 C Br 无 关 . 因而 , 由 于 十 区 = 3， 我 们 有 


1 ; 1/s 1 ， 1/p’ 
mt soa (igs fies") (Tea five) 


由 Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 定义 ， 上 式 即 
mot f.g}(z) < CMV F] [MOV]. (5.93) 


由 于 极 大 算 子 M : L? 一 L? (p>1) 是 连续 映射 ( 见 p.331 定理 C.4 )， 我 们 有 
f [Mave]? <c f IVER, f LUxdvsP)]z <c / IVg]? 
R2 R2 R2 R2 
于 是 (5.93) K Schwartz PERRA mef f, g} e Lt, H 


[met o} < CIVF Vola Vf gem, 


EN (5.92) 成 立 . 


现在 我 们 利用 Hardy 空间 的 有 关 结 论 给 出 边 值 问题 (5.84) 解 的 正则 化 . 


Wente 引 理 的 证 明 IT 将 f,g 扩 张 为 f,5€ HHR) 使 其 满足 (5.91). 如 同 
(5.85), Urid y = Ex{f,9}. K E € BMO, {f,g} € H, 根据 著名 的 Fefferman 
IHRER, 我 们 有 


wz)| < CIEC- z)llsvo IÊ Hla, 
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但 由 于 平移 不 变性 ， | 五 (一 zlBMo = \E(-)\[amo> #2 HH Coifman-Lions-Meyer- 
Semmes 引 理 ， 
WEDI CllVFll2Vgll2, Yz ER. 


在 Q 内 , Alp- y) = 0, 我 们 可 以 应 用 极 大 值 原 理 ， 如 同 证 明 TI， 完成 Wente 引 
理 其 余部 分 的 证 明 . 口 


二 、 恒 等 式 与 不 等 式 
1. 恒等式 . 


引 理 527 u,v € H! N LO(GR?), we (QiR3)， 如 果 在 边界 上 
wlan 一 0 或 人 Aujlen = 0, 那么 成 立 下 列 恒等式 


i [(vz A wy) + (we A vy) | = fv. [wz A wy) + (we A uy) |. 


证 了 明 (a) 假定 在 边界 692 E, w = 0, we Hl, 根据 稠密 性 , 不 妨 设 
u, v € AQ). RERE X = (w- (u Av)y, w- (vAu) BA 


div X = wz: (u A v)y + wy: (v A u)z, 
应 用 散 度 定理 ，[, div X =0, 整理 后 得 
[ u- (wz A wy) + (wz A vy)| = J v | (ur A wy) + (Wa A ty) |- (5.94) 
Q Q 
(8) 假定 在 边界 80 上, wu 人 wv = 0, 根据 稠密 性 ,不 妨 设 we OPQ). 与 
情形 (a) PARE, NER EAR X = (wy (u Av), we-(vAu))» 简单 
计算 可 得 
div X = ws (uA v)y + wy: (UA U)x 


应 用 散 度 定理 , 仍 得 (6.94). H 


在 上 述 引 理 中 令 w =v, 我 们 有 
引 理 5.28 3 u, v € HIN L9(O;R%), 在 边界 90 上, (UAv)lag = 0， 则 


2 fu Cos roy) = f v: [lus Avy) + (ve A wy)], (5.95) 
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2. PER. 仍 使 用 记号 { 户 9} = fogy — 方 9gz， 首 先 我 们 有 下 列 
引 理 529 RAAB f, g€ HQ), REDO), 那么 成 立 不 等 式 


ht ojo < Cllv fllzlvollz ll Vall. 


证 明 设 ww 是 下 列 方程 的 解 : 
—Ag={fig} 在 9 中 ， 
2 一 0 Ea E. 


用 hh 乘 方程 (5.84) 两 边 , 依次 用 Green AÑ, Holder 不 等 式 , 及 Wente 引 理 ( 引 
H 5.25) 推 得 


(5.84) 


| [tran] =| | Vo- Va| < Iela 
2 Q 
< CY fll2llYgl2lV»2- 
3118530 Héi uc HQ), we HQ)NLSN), MA 


fis Ny) w| < C||Vwll | Vul. 


证 明 id u = (wl, u?, u’), 我 们 注意 


Uy ^ Uy = ({u?, u?}, {u3 ul}, {ut, u?}). 


Sw € GQ), 分 别 对 wx A wy 的 三 个 分 量 应 用 引 理 5.29 (BA ave. MP 
RIER we HEO) N LQ), 取 一 序列 we © DQ) 使 得 


we S w (H), we w, lw lo < C. 
最 后 取 极 限 (用 控制 收敛 定理 ) 便 证 得 引 理 . 口 


引 理 5.31 Re ees uc HHQ) NLSN), v € HAQ), MA 


[wen 


< Clvullz || Voll. 
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证 明 先 假定 ve 2N), 由 引 理 5.28, 我 们 有 
fu ea = aho [Cus A vy) + (Vs A wy)] 
= 3 [v [lute A (u+ Wy = ue Atty = v2 Avy] 
由 此 , 根据 引 理 5.30 得 


p u: (Uz A vy) 
Q 
在 上 式 中 将 用 和 wv 替换 , 其 中 入 = ||Vul|/|[ Vol], 48 


/ u (Uz A vy) 
Q 
根据 稠密 性 ， 上 式 对 所 有 v © HiO) RZ. 


< Clive (Vul + vv). 


< Ol|Vullz Vol, Vv € 2(9). 


三 、 各 种 收敛 性 

引 理 5.32 RA Q LAS ASA BRS fu} 与 {v"}, 满足 
u” e HQ) nL), u” e HHO N LY(Q); 
u"Av™=0 #200 4; 


lla SC, lu" SC, [lu loo > 0. 


[er rag) so. 


证 明 应 用 引 理 5.28, 我们 有 
n n n 1 n n N n n 
fe (up Avy) = ak - [(uz A vy) + (vf Auy)| 
和 Co ||0||[Vu"l2||Vv"|l2 — 0. 
引 理 由 此 得 证 . 
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引 理 5.33 设 向 量 值 函 数 y E HQ) NLQ) BLAS SBR! 
{ur} 与 {v"} 满足 
ute HYQ)N LQ), v” € HQ) NLM); 

=y £dOQE, HP ye HQNL™?(Q); 

ee" tle SC, lv" Ign SC, |v" loo > 0. 
AR 

wn = f ur [(ul Ao) + (va Aut)] 一 0 
Q 


证 明 4 pr =u" y, 那么 gre HUO), lly" | <C. 我 们 有 
n= [ (a) LE ban) AUG +08 A (95 +79) 
= [er lng torno] fo [re nug tun ay] 
+ fy [yr Avy + ur A py] + fy: [ye Avy + ug Ay]: 
Q 
应 用 引 理 5.27 得 
人 
+ fa Deng +02 Ay]. 
由 于 wr Æ HO) PRRAF 0, vlo > 0. 故 由 上 式 得 到 引 理 绪论。 o 
引 理 5.34 im PE RH u € H1(Q)nL%(Q), 向量 值 函数 列 wn € HUO) 
满足 
vr 一 wv 在 c HEQ) 中 


那么 
faa f u oA) 
2 2 
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作为 下 两 章 的 预备 ,本章 主要 叙述 Riemann 流 形 的 基本 概念 以 及 将 会 涉 
及 到 的 车 于 定理 , 这 些 内 容 可 在 陈 维 框 李 兴 校 [220] 中 找到 , 简明 地 , 也 可 参 
bi] Aubin [5] HAAS. 


第 一 节 RIEMANN 流 形 


一 、 微 分 流 形 


1. 拓扑 流 形 .。 —A n E 拓扑 流 形 M 是 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 ， 其 中 
M 的 每 个 点 已 都 有 一 个 开 邻 域 U 与 陈 ” 的 一 个 开 集 0 IR. 邻 域 Z OR Ie BR 
Hp: U 一 0 一 起 构成 MM 的 一 个 坐标 卡 (U, gp). 

A n 维 拓扑 流 形 M 是 局 部 与 R” [RI Hausdorff 空间 ,因而 是 局 部 紧 致 
并 且 局 部 连通 的 . 

满足 ,cy Ua = M 的 坐标 卡 的 集合 多 = {(Ua, a): a E A} WY KM 的 
一 个 坐标 覆盖 . 


2. 微分 流 形 、 M 的 两 个 坐标 卡 〈C po) A (V, y) 称 为 是 C8 (Cece ) WE 
的 ,如果 当 辽 PT 六 关 1 有 时， 上 映射 区 oporI:epnV 一 Ww(UNnV) 是 一 个 C* 
(Cee ) 微分 同 胚 ， 

M 的 一 个 坐标 覆盖 如 果 满 足 C* (Ce) 相 容 条 件 , 就 称 之 为 M 的 一 个 C* 
(Cee ) 坐标 覆盖 ， 

一 个 nn 维 Cr(C™ ) 微分 流 形 指 的 是 具有 CA CO” ) 坐标 桥 盖 和 的 n 维 
拓扑 流 形 . 其 中 所 有 与 多 相 容 的 坐标 覆盖 一 起 构成 M 的 一 个 CR (Cee ) 微分 
结构 . 今后 所 说 的 流 形 都 是 具有 固定 微分 结构 的 微分 流 形 . 
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设 (U, p) En ERE M 的 一 个 坐标 卡 ,对 于 任意 Pe U, 我 们 把 zx = yP) 
在 Rn 中 的 坐标 (z1(P),.… ,zn(P)) 称 为 点 已 的 局 部 坐标 . 以 这 样 的 方式 在 U 
上 确定 了 一 个 坐标 系 , 称 为 点 已 的 局 部 坐标 系 ， 记 为 (Uwp,zi) R (U, 2). 


设 (U, p, ri) RV vy) En BRE M 的 两 个 坐标 卡 ，U NV £0, 称 映 
HH pop! : pU NAV) 一 pU NAV) AM (U, p, 2") Bl (V, y, yt) 的 局 部 坐标 变 
换 ， 写 成 坐标 形式 就 是 


y=(bop ly = (x, y”), l<i<n. 


称 行列 式 det (Oy'/OzI) 为 局 部 坐标 变换 wo p7! 的 Jocobi 行列 式 . 

微分 流 流 形 M 称 为 是 可 定向 的 ,如果 M 具有 这 样 的 一 个 坐标 覆盖 ， 
中 任意 两 个 相交 的 坐标 卡 间 的 局 部 坐标 变换 的 Jocobi 行列 式 保持 定 号 . 因此 ， 
可 定向 的 微分 流 形 恰 有 两 个 定向 . 

3. 切 向 量 与 切 空 间 . 

wf A O 微分 流 形 M 的 点 PP 的 邻 域内 的 实 函 数 , 我 们 说 f € Ch 
(r <k), WR f EA P 的 某 局 部 坐标 系 (U, p, 2") PRE fogt eC (U). 

流 形 M 在 点 己 的 一 个 切 向 量 是 一 个 映射 X: CP 一 民 , 满足 

(a) X(Af + ug) =AXf+uxg, Vf,geCe, VA, WER; 

b) X(f9) = (Xf)g(P) + f(P)(X9) Yf, g € CP. 

A Pe M 的 所 有 切 向 量 构成 的 实 向 量 空间 TPAM 叫做 尸 点 的 切 空间 . 在 
P 点 的 局 部 坐标 系 (U,y, 2") P, 切 向 量 8/6x: CRIA 6) 定义 如 下 


ð alf ow-! 
2 pa Eee ip), 1<i<n, 


Oz 
0 (1 <t<n) fm TpM 的 一 个 基 ， 
过 Pe M 的 任 一 条 曲线 7y: (-e,e) 一 M, y0) = P, 按 如 下 方式 定义 -- 
个 切 向 量 (dy/dt)p €TpM, 称 为 曲线 y EA P HUE: 


df(y(t)) oo 
di leno? VfeEec™§(M). 


dy 
dlp! = 


切 空间 TPM 的 对 侦 空 间 称 为 了 点 的 余 切 空间 , WA TEM, 其 中 的 每 个 
元 素 叫做 已 点 的 余 切 向 量 . 
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TpM 与 T&M 之 间 的 匹配 记 为 (,) : TpM x TEM 一 R. 对 于 每 一 个 
feCe, 我们 定义 余 切 向 量 dflp e TEM 如 下 
(X,dflp) = dfle(X) = Xf, VX €TpM, 
RR Sf E P ARI 微分. 
在 点 P 的 局 部 坐标 系 (U, 2") 下 , 我 们 有 
(8/O2)|p, dzilp) = da" /Ox’|p = 5, 
因此 {drip}? 构成 T%M 的 一 个 自然 基底 . 对 于 f € CR. 我 们 有 
dflp = 5(Of(P)/Or’) dz’lp. 
WM, V 分 别 是 mn, m 维 光 滑 流 形 , F: Mn Vin 是 光滑 映射 , p € Mn. F 
诱导 一 个 从 TpM 到 TF(pyV 的 映射 Fe 称 为 切 映 射 , 定义 为 
F(X) = X(f oF), Vf € Chip, VX ETPpM. 
下 同时 诱导 一 个 从 TE&cpyV 到 TSM 的 映射 F*, 称 为 余 切 映射 或 拉 回 映射 ， 定 
FF(df)= d(f oF), VfFECK py. 
容易 验证 , HFX €TpM, wE ThpV RE 
(X, F"(w)) = (F(X), w). 


TM = Upem TPM Uik M 的 切 空间 , 它 具 有 一 个 自然 的 纤维 丛 结构 ， 称 
之 为 切 丛 . RH, TM = sem TAM 叫做 M 的 余 切 空间 ,也 有 -一个 自然 
的 纤维 从 结构 , 称 之 为 余 切 从 . 


一 个 光滑 切 向 量 场 X 是 从 M 到 切 从 TM 的 光滑 上 映射， 使 得 对 于 M 中 的 
每 一 点 己 都 有 XI(P) € TpM. 在 局 部 坐标 系 (Ur) F, X 有 局 部 表示 


Xly = YX! (8/ðzİ), 


Ht Xi RU LANERA. M 上 所 有 光滑 切 向 量 场 记 为 XM). 
两 个 切 向 量 场 X,Y € X(M) 的 Poisson 括号 积 定义 为 
[X,Y] = XY - YX. 


.164. 变 分 法 与 临界 非 线 性 


4. 张 量 . 
vt, wt e TSM, 它们 的 张 量 积 v* Q w* TM x TpM 上 的 线性 泛 函 ， 
定义 为 


v* @w*(v,w) = v*(v)-w*(w) = (v,v*)(w,w"*), Vu, we TM. 


每 一 个 形 如 v* @ w* 的 有 限 线 性 组 合 叫做 一 个 二 阶 协 变 张 量 或 (0,2) 型 张 量 . 
全 体 (0, 2) 型 张 量 记 为 TYM @ TM. 
一 般 地 ，M 在 点 已 点 的 一 个 (~, s) 型 张 量 r 是 指 一 个 7 十 s 重 线性 映射 
7:x TSM x TpM >R, 
其 中 > 称 为 > 的 反 变 阶 数 ，s RA r 的 协 变 阶 数 . P 点 的 全 体 (r,s) 型 张 量 记 为 
T(P). 我 们 有 
Tr(P) =® TpM @ TSM. 
TIM = Upem TE (P) 叫做 (r,s) 型 张 量 空间 , 依然 , 它 有 一 个 自然 的 纤维 
从 结构 . 
一 个 (7,s) 型 光滑 张 量 场 7 是 张 量 从 TM 的 光滑 截面 , 使 得 对 于 M 中 的 
FA PRA T(P) TIM. EA P 的 局 部 坐标 系 (U, ri) 下 , 7 具有 局 部 表示 


”9 a 
By br 5 
TU = Theos Bg Sr Aw" SS da”, 


其 中 ee 上 的 光滑 函数 ， 

E TSM (r,s > 1) 上 ,一 个 基本 运算 就 是 H, C: TSM > TIM. 一 
个 (1,1) 型 张 量 ( 常 了 = ri (8) @ dri 的 缩 并 是 一 个 数量 ( 常 , C(7) = ri. 一 个 
(1,2) WIKE CH r = TE (0;) @ (0;)@ de 关于 第 一 个 下 标 及 上 标的 缩 并 是 一 个 
一 阶 协 变 张 量 ( 常 ，C(r) = Tada. 

5. 外 微分 式 . 


光滑 流 形 M 上 的 > 阶 协 变 张 量 场 p 称 为 是 反对 称 的 , 如 果 作 为 7 重 线性 
映射 


p :x Z(M) > C°(M), 


关于 所 有 自 变 量 是 反对 称 的 , 即 交 换 任意 两 个 自 变 量 的 位 置 , 所 得 之 值 反 号 ， 
在 局 部 坐标 系 中 ,yw 的 分 量 关 于 下 指标 是 反对 称 的 . 
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类 似 地 , 我 们 可 以 给 出 对 称 张 量 的 概念 . 

光滑 反对 称 的 7 阶 协 变 张 量 场 p 称 为 是 流 形 M 上 的 一 个 > 次 外 微分 式 ， 
同时 约定 , 流 形 M 上 的 1 次 外 微分 式 就 是 M 上 的 1 次 微分 , 即 光滑 的 一 阶 协 
变 张 量 常 约定 流 形 M 上 的 0 次 外 微分 式 为 M 上 的 光滑 函数 . 所 有 7 次 外 微分 
式 的 集合 记 作 ATM). 

4r(M) 上 有 一 个 自然 的 线性 空间 结构 . 此 外 ,外 微分 式 闻 还 可 引进 外 积 运 
wy Ee Amr(M), EAS(M), 定义 
(r+ s)! 

rls! 


PAY = Ar+s(y ® Y), 


其 中 Arps 是 反对 称 化 算 子 . 显然 pg 和信 ye ATM). 
在 外 微分 式 上 可 唯一 定义 外 微分 算 子 d: AT(M) 一 ATM), 使 得 
(a) d(v+y)=dyt+dy, p, we A(M); 
(b) “4 fe A(M)=C™(M) IN, af 是 了 的 微分 ; 
(c) d(pAd) = dyAwpt(-l)"ea dy, Vy E A (M), VY € AS(M); 
(d) d? = dod = 0 ( Poincaré 引 理 ). 
Z, Riemann 流 形 


l. Riemann EB. 设 M 是 n 维 光滑 流 形 , 一 个 Riemann 度量 9 是 M 上 
既 对 称 又 正定 的 二 阶 协 变 张 量 常 即 对 于 任意 p E M, X, Y e T,M 都 有 


mX, Y) = gp(Y, X), G(X, X) > 0, X #0. 


指定 了 Riemann 度量 g 的 流 形 M 叫做 Riemann AF, WA (M,g). Riemann 
度量 在 TpM 上 诱导 一 个 内 积 , (X,Y), = gp(X,Y), Xlo = (X, XL”. 


一 个 仿 紧 的 光滑 流 形 一 定 存在 Riemann 度量 . 
Wy: [a, b] — M # Riemann 流 形 (M,g) 上 的 一 条 可 微 曲 线 , 定义 y 的 长 
dt. 


FEW ， 
rme f 


由 于 (M, 9) 的 任意 两 点 P, Q 都 可 以 用 可 微 曲 线 连接 , 定义 已 Q 间 的 距离 为 
dist(P, Q) = inf {L(y) : 为 连接 P, Q 的 可 微 曲线 }. 


dy(t) 


dt 
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规定 这 样 的 距离 后 ，(M, 9) 成 为 度量 空间 ， 且 与 流 形 原来 的 的 拓扑 等 价 . 
第 二 节 联 络 


一 、 仿 射 联络 
为 了 对 流 形 上 的 张 量 场 进行 微分 ， 须 在 流 形 上 引进 一 种 称 之 为 联络 的 结 


一 个 仿 射 联络 或 联络 D 是 从 TM x £(M) BTM 的 双 线 性 映射 ,使 得 
(a) D(Xp,Y) 一 Dx,(Y) € TpM, 如 果 Xp ETPp; 
(b) WR f 是 一 可 微 函数 ,那么 


Dxp(fY)= Xp(f)¥ + f(P)Dx,(Y). 


Dx,(Y) 称 为 向 量 场 了 在 点 已 处 沿 方向 Xp 的 协 变 导数 ,或 绝对 微 商 . 
在 局 部 坐标 系 (U, x) Fo 给 定 联络 D, 记 ViY = Dajan Y> 假定 
(2 \ _ pe? 
Vis) 加 VS BGR 
函数 rE 叫做 局 部 坐标 系 (U, zi) 下 联络 D 的 Christoffel 记号 或 联络 系数 . 
仿 紧 的 光滑 流 形 上 一 定 存在 联络 , 但 一 般 来 说 不 唯一 . 在 局 部 ， 从 而 在 整 
体 上 由 联络 系数 唯一 确定 . 
联络 D 的 系数 Th 不 适合 张 量 的 变换 规律 , 但 若 记 TE = I -rh WTE 
适合 (1, 2) 型 张 量 的 变换 规律 ， 即 


9 


是 (1,2) 型 张 量 常 称 为 联络 D 的 挠 率 张 量 . 了 作为 (1,2) 型 张 量 可 看 作 是 映射 
T : Z(M) x Z(M) > X(M), CWE 


T(X,Y) =DxY ~ DyX - [X,Y]. 


在 仿 射 流 形 (M,D) E, RK ST = 0, MK D 是 无 挠 联络 . 
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按照 下 列 方式 , 协 变 导 数 的 定义 可 扩充 到 任意 张 量 常 

(a) 对 于 可 微 函 数 f, Dxf = X(f)s 

(b) Dx 保持 张 量 的 型 不 变 ; 

(c) Dx 与 张 量 的 缩 并 运算 C 可 交换 ， 即 对 于 M EWES T, R 


Dx(C(T)) = C(DxT); 


(d) Dx( @ Th) = (Dxh) ®h+T @(Dxt). 
=. Riemann 联络 
1. 相 容 性 条 件 . Riemann 流 形 (M,g) 上 的 一 个 联络 D 叫做 与 度量 g 相 


容 的 ,如 果 度 量 张 量 g 治 任 一 向 量 场 X 的 协 变 微 商 为 零 , 即 Dxg = 0. 相 容 性 
条 件 等 价 于 ,对 于 任意 X, V,W € Z(M), Æ 


XV W), = (DxV,W)q + (V,DxW)g. (6.1) 
Riemann 几何 的 基本 定理 表明 , 一 个 nn 维 Riemann 流 形 (M, 9) 上 存在 唯 


一 的 一 个 与 度量 g 相 容 的 无 挠 联络 D, PR (M, g) 的 Levi-Civita KH, tk n 
Riemann 联络 . 


在 p 点 的 局 部 坐标 系 (U, xê) F, W gi = gp(96/6zxi,8/8zi), 我 们 来 计算 
Christoffel 记号 Th. 无 挠 表明 TE = Th， 由 相 容 推出 


Vkgij = ORgi — Veiga — Thjgu = 0, 
Vigjk = gir — Ving — Tljgrt = 0, 
Vigip = Ojgik — Ving — Thigrt = 0. 


将 以 上 后 两 式 相 加 ,然后 减 去 第 一 式 , 得 到 


1 
Vij = 3 [igri + Ojgpks — Pegiz] g". (6.2) 


其 中 (gh!) 是 (giz) BIKER. 由 此 得 无 挠 联络 的 存在 唯一 性 . 
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2. 法 坐标 系 . 
Riemann 流 形 (M,g) 上 点 书 的 法 坐标 系 是 一 局 部 坐标 系 (U, x), 满足 
Bkgij(P) =0 (=> TE(P)=0), Vi, j, k. 
可 以 证 明 , 在 Riemann 流 形 的 每 一 点 都 存在 一 个 法 坐标 系 . 


3. 指标 的 升降 . 

利用 度量 张 量 9， 可 以 改变 一 个 张 量 ( 场 ) 的 型 . 例如 设 个 是 (0,2) 型 
KE, 在 局 部 坐标 系 (Ur) 下 分 量 系数 记 为 TI;， 通过 升 指标 ， 可 获得 一 
个 (1,1) 型 张 量 , 分 量 系数 为 TL = gT. 再 升 指标 ， 获 得 一 个 (2,0) 型 张 
E: TIF = gi'gh™ Ti. 

同样 ， 我 们 可 通过 降 指 标 改 变 张 量 的 型 : Tij = gikTF. 

一 个 二 阶 张 量 T = {Ti} REXA |T|? = Typ TH = gig Tik Tim. 

4, 协 变 导数 的 逗号 记 法 . 

设 f 是 Riemann 流 形 (M,9) 上 的 光滑 函数 ,在 局 部 坐标 系 (U,2") 下 , f 
的 协 变 导数 就 是 其 微分 df 的 系数 ，f; = 所 = af. 了 的 上 阶 协 变 导数 V*f 是 
k NHK, RIERO fairis 

一 个 二 阶 张 量 工 = {Tj} 的 三 阶 协 变 导数 VT 是 一 个 四 阶 张 量 ， 其 分 量 
系数 将 记 为 Tj 


第 三 入 曲 率 


一 、 曲率 张 量 


在 仿 射 联络 空间 中 ， 曲 率 张 量 是 引入 各 种 曲率 的 基 意 是 Riemman 几何 的 
基本 概念 . 


设 (M,D) Æ n 维 仿 射 联络 空间 , 对 于 任意 光滑 切 向 量 场 X,Y € X(M), 
定义 映射 及 (X,Y) : Z(M) 一 Z(M) 如 下 : 


R(X,Y)Z =DxDyZ— DyDxZ— D [x,r]Z, VYZEe (M), 
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并 称 R(X, Y) 为 仿 射 联络 空间 (M,D) 关于 光滑 向 量 场 X,Y 的 曲率 算 子 . 
WX, Y, Z€ Z(M), fe C%(M). 曲率 算 子 具有 如 下 性 质 : 
(a) R(X,Y) = ~R(Y, X); 
(b) R(FX,Y) = fR(X,Y)s 
(c) R(X, Y)(fZ) = fFR(X,Y)Z; 
(d) # D 是 无 挠 联络 ， 则 


R(X,Y)Z+ RY, Z)X +R(Z,X)Y =0. (Bianchi 恒等式 ) 


从 X Z(M) F| Z(M) 的 三 重 线性 映射 及 (X,Y,2) 全 只 (X,Y)2 是 Cee(M)- 线 
性 的 , 是 M 上 的 (1,3) 型 光滑 张 量 常 叫做 曲率 张 量 场 . 


易 见 , RX Y)ZEP RY, R5 X,Y, Z 在 P 点 的 值 有 关 . 在 局 部 坐 
RA (U, 2") F, 


设 R(;,0;)Ox = Reis, 
则 Reig = Tip — OT + Vi — Tim IR, (6.3) 
因此 ，(1, 3) SKE R 在 局 部 可 以 表示 为 
R= Rij da* 8 (0) ® dri® da, 
WRX = X'0, Y=Y'*O,, WHER R(X, Y) 有 如 下 局 部 表示 
R(X,Y) = X*YI Rida" @ a. 
设 (M,g) 是 Riemman 流 形 ， 四 阶 协 变 张 量 场 
R(X, Y, Z, T) = g(X, R(Z,T)Y) 


称 为 流 形 (M, g) 的 Riemman 曲率 张 量 . Riemman 曲率 张 量 RR 具有 下 列 性 质 


R(X,Y,Z,T) = R(Z,T, X,Y), ( 对称 性 ) 
R(X,Y, Z,T) 一 —R(Y,X,Z,T), (反对 称 性 ) 
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在 局 部 坐标 系 (U, x) 下 ,  Rijer = g(ôi, R(x, H)O;)» T 
Rijki = Jim Rpty- 
Riemman 曲率 张 量 R 的 对 称 性 及 反对 称 性 , 在 局 部 坐标 系 下 表现 为 : 


Rijki = Reis, ( 对称 性 ) 
Rijki = —Ryixi- (反对 称 性 ) 


此 外 , 对 于 Riemann WE 及 还 成 立 下 列 第 一 、 第 二 Bianchi 恒等式 


Rijki + Rijik + Raji = 0, (Bianchi D) 
Rijkl,m + Rijim,k + Rijmk,ı = 0. (Bianchi ID) 
二 、 数 量 曲 率 


1. 截面 曲率 . 
定义 6.1 设 pe(M,g), ERT, M 的 二 维 子 空间 ，(p, E) 处 的 截面 曲率 
K(E) = —R(X,Y,X,Y), 
其 中 X, YE 已 是 互相 垂直 的 单位 切 向 量 . 


根据 Riemann HRA MAREE RTE, ERENS X, Y 的 选择 无 关 . 
当 (M,9) 是 R? 中 的 光滑 曲面 时 , 截面 曲率 恰好 就 是 Gauss 曲率 . 
2. 数量 曲率 . 


将 曲率 张 量 R BEAT SRIF, 若 不 论 符 号 , 则 只 有 一 -个 非 零 张 量 , 称 作 Ricci 
KE, WA Ric, 它 的 分 量 为 Ry = Rij. 由 (6.3), Ricci 张 量 可 用 Christoffel 符 
号 表示 为 


Rij = OVS, — OVE; + Th TR — PETE. (6.4) 


Ricci 张 量 的 缩 并 RR 叫做 数量 曲率 . 我 们 有 R= Ryg”. 
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将 第 二 Bianchi 恒等式 先 关于 指标 i,k 缩 并 , 接着 缩 并 指标 j, b 得 到 数量 
曲率 所 满足 的 Bianchi 恒等式 


Rm— 2R%,;=0. (Bianchi 恒等式 ) 
一 个 Einstain 流 形 (Mn, g) 是 一 个 Riemann 流 形 , 其 Ricci 张 量 与 度量 张 
量 成 比例 ， 即 
Rij(p) = 8gi, 


其 中 入 是 常数 . 将 上 式 缩 并 , BATA Rp) = nr. 这 就 是 说 ,一 个 Einstain 流 形 
的 数量 曲率 必 为 常数 . 


第 四 节 ” 测 地 线 


一 、 平 移 
iy: [a,b] > M 是 仿 射 联络 空间 (M,D) 上 的 一 条 可 微 曲线 , 我 们 称 向 
HUH X © Z(M) 沿 了 平行 , 如 果 X 沿 切 向 量 场 Y(t) 的 协 变 微 商 为 零 ， 即 


dyi (t) 


Dya X = dt 


VX (t) 


dOa y i yk O 
= TE XI) +X O] 55 = 0. 
故 在 局 部 坐标 系 下 , X A 7 平行 当 且 仅 当 满足 下 列 微分 方程 组 


aX? kA) _ 
FT +T X a = 0. (PT) 
设 有 两 点 已 Q EM, y(t) 是 联结 P,Q 的 一 条 可 微 曲 线 . 给 定 Xo € TpM， 
根据 Cauchy 初 值 定理 ,微分 方程 组 (PT) 具有 唯一 适合 初 值 X(a) = Xo 的 解 
X(t). 由 于 (PT) 是 线性 的 , XO 对 所 有 a < t+ <58 有 定义 . 我 们 称 向 量 X (b) 
为 向 量 Xo Hwee y A PH. 


二 、 测 地 线 
仿 射 联络 空间 (M,D) 上 的 一 条 C? 曲线 7 :了 一 M 称 为 是 一 条 测 地 线 ， 
如 果 它 的 切 向 量 yt) A ?7 平行 ,这 等 价 于 说 Dyar t) = 0. 在 局 部 坐标 系 
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Fo y EZI HN 
d2y3 上 j dy’ dy* _ 
dt? ik dt dt 


(Ge) 


根据 Cauchy 初 值 理论 , 给 定 pe MRX ETM, X £0, 存在 起 点 为 p 
的 唯一 测 地 线 y, 使 得 7 在 2p 点 的 切 向 量 为 xX, H 对 初 值 (p, X) Cl 连续 相 
Kk, WA y(t, p, X). 

对 于 Riemann 流 形 (1M,g)， 由 于 联络 与 度量 相 容 , WHE y(t) 的 切 向 量 的 
KE [VOl 是 一 常数 . WHS s 与 参数 t 成 正比 , s= |X gt. 

利用 简单 的 变 分 原理 可 证 明 ， Riemann 流 形 上 联结 任意 两 点 的 最 短 曲 线 必 
是 测 地 线 . 


三 、 指 数 映射 

在 Riemann 流 形 (M,g) 上 ， 设 y(t,p,X) 是 以 (p, X) 为 初 值 的 测 地 线 , 根 
据 初 值 定理 ， 对 充分 小 的 6 > 0, 4 |t| < B |IX < BIN, yt, p, X) HEM 
地 线 . 易 见 y(At,p, X) = y(t,p, AX). 因而 存在 某 个 es > 0， 使 得 当 |X|, < < 
IN, y(1,p, X) DEMER. 对 于 TM 上 原点 0 的 充分 小 邻 域 , 定义 指数 映射 
expp :V— MW 


exP (X) = 7(1,p,X), X EV cTM. 


对 于 TpM 上 原点 0 的 充分 小 邻 域 V, 指数 映射 exp, : V 一 exp,(V) C M 
是 微分 同 胚 ， 

事实 上 ,由 于 exp,(tX) = yt, p, X) exp, (tX) ÆU (p, X) 为 初 值 的 测 地 
线 ( 径 向 测 地 线 ), 于 是 对 于 任意 和 cTM, 我 们 有 


d d 
一 dt t=0 exp, (tX ) 一 dt wag Vb Ps X) = X, 


这 说 明 (exp) 是 恒 同 映射 应 用 反 函 数 定理 便 得 到 结论 


(expp)«(X) 


四 、 测 地 法 坐标 系 

设 fe Riemann 流 形 (M,g) 上 的 - -点 , 那么 存在 p 的 一 个 邻 U, 使 得 U 中 
每 一 点 g 都 能 够 用 完全 包含 在 U 内 的 测 地 线 与 p 联结 . 与 坐标 卡 (U, (exp) t) 
相应 的 局 部 坐标 系 叫 做 p 点 的 一 个 测 地 法 坐标 系 . 


第 6 章 RIEMANN 几何 简 述 . 173 . 


设 pe M, 取 5 > 0 使 得 指数 映射 exp 在 Bp(6) = {X € TM : |X| < ô} 
上 有 定义 . 记 
Bp(5) = expp( Bp(5)), 


则 多 (6) tee M 中 与 p 联 结 且 弧 长 小 于 6 的 测 地 线 的 端点 构成 . 我 们 称 多 ,(6) 
为 以 p 为 中 心 、 以 5 为 半径 的 测 地 球 ， 边 界 9 多 5(6) 为 测 地 球面 . 当 5 充 分 小 
时 , 指数 映射 是 从 B,(6) 到 多 (5) KOR; 此 时 测 地 球面 98 (外 与 9" 
EHE E p 点 发 出 的 测 地 线 ( 径 向 测 地 线 ) 与 测 地 球面 正 交 ， 

取 6 充分 小 , 使 得 任意 两 点 pi, pa € Bp) 除 端点 外 , 都 可 用 一 条 完全 落 
在 B) 中 的 最 短 测 地 线 联结 . 此 时 称 这 样 的 测 地 球 为 测 地 廿 球 域 . 


五 、Jacobi 场 


it (M,q) 是 Riemann 流 形 ,7 : [a,b] 一 M 是 测 地 线 ,， 记 全 = y(t). WR 
沿 和 定义 的 切 向 量 场 X(t) € TyM 满 是 下 列 Jacobi 方程 


DAX £DrDrX = R(T, XJT, (Jacobi) 


则 称 X 是 沿 测 地 线 y 的 一 个 Jacobi A. 这 里 及 是 曲率 算 子 . 

在 局 部 坐标 系 中 ，Jacobi 方程 表现 为 一 个 二 阶 齐 次 线性 常 微分 
方程 组 ， 因 而 存在 唯一 Jacobi 场 X(t) = X(y(t)) 满足 给 定 初 始 条 件 
X(0) = Xo, DrX(0) = Xb 其 中 Xo, Xb € Tyo) M. 


wy: la, b) > M ÆN, M 上 的 单 
参数 光滑 曲线 族 {g(s,:)}jscCee) 称 为 是 7 的 
一 个 测 地 变 分 ， 如 果 8(0,:) = y Hye = 
p(s,.) : [a,b] 一 M 是 测 地 线 . + T(s,t) 
Pscs) (0/0t), X(s,t) = rtat)(0/0s), MT Æ 
曲线 y 的 切 向 量 , X 是 横 截 曲线 o 的 切 向 量 ， 

CE y LERE XE) = X(0,t) 便 称 为 是 的 
一 个 测 地 变 分 向 量 场 . 图 6.1: 变 分 向 量 场 


一 个 关于 测 地 变 分 向 量 场 的 结论 是 : BX 是 测 地 线 7 的 测 地 变 分 向 量 常 
RY X som y 的 Jacobi 场 . 
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确实 , (沿用 以 上 符号 ) 因为 y 是 测 地 线 , 满足 测 地 线 方程 DrT = 0. 又 由 
F 0 = 办 [98/6848/8s] = [T,X]= DrX 一 DxT (D 是 无 挠 联络 ), 因而 


0=DxDrT = DrDxT - ([Dr, Dx] — DIxn)T 
=DrDrX — R(T, XJT. 


例 6.1 设 7,E ET,M, 在 TM 中 考虑 射线 族 ps(t) = t(7 + s£). 8) M 
上 的 曲线 族 Y。 = exp, ops 是 由 p 点 洪 初 始 方向 (T + sE) 发 出 的 测 地 线 ， 且 
是 测 地 线 Yo 的 一 个 变 分 ， 因 而 变 分 向 量 场 X(t) = (68/6s)Ys(t)|s=0， 亦 即 
X(t) = (exp,)«ler(t€) 是 Jacobi 场 . 


第 五 节 ” 流 形 上 的 微 积 


一 、 流 形 上 的 微分 算 子 

设 (M,g) 是 一 n > 2 维 有 向 Riemann 流 形 . 车 M 具有 边界 , 则 假定 它 充 
分 光滑 . 

1. 梯度 算 子 V. 

Riemann 度量 g 在 M 上 每 一 点 P 的 切 空 间 TpM 上 诱导 一 个 内 积 ， 用 
(,), 表示 . 首先 有 如 下 


定义 62 设 feECK(M), 上 之 1 A% f HRE VIAM 上 的 切 向 量 场 ， 
满足 
(Vf, X) = df(X)= Xf, VX ETM. 
BA, V: C* :一 C8! 是 线性 的 ， 且 具有 通常 导数 的 性 质 ， 


V(fh) = AVE + fVh. 


2. 散 度 算 子 div. 


设 DD 是 (M,9) 的 Levi-Civita 联络 , X 2 M 上 的 向 量 场 , 则 DX 是 (1,1) 
型 张 量 , 它 的 缩 并 CDX), 或 映射 了 一 Dy X Wee MAX 的 散 度 . 
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定义 63 设 久 是 M 上 的 充分 光滑 的 向 量 场 ,XX 的 散 度 divX 是 一 个 实 
HK, 
divX = C}{(DX). 
对 于 fe CliM), Xe C1(TM), 我 们 有 
div( fX) = f div(X) + (Vf, X)y. 
3. Beltrami-Laplace 算 子 A. 
定义 64 设 feC2(M), 我 们 定义 
Af = div(Vf), 
#4 Beltrami-Laplace 算 子 , 亦 称 Laplace #-T. 
对 于 M 上 的 函数 h, fo RNA 


div(hvf) = hAf + (Vh, V f), 
A(hf) = hAf +2(Vh, Vf) + fAh. 


在 点 尸 的 一 个 局 部 坐标 卡 (z,U) F, 设 |g| = det(9i;;), (9?) = (gig)? W 
三 个 微分 算 子 分 别 有 如 下 局 部 表达 


VE = (gOS) On: 
eee 
= (1/V/|g|) 0; (g * V9 orf). 


这 里 , 我 们 用 到 了 求 和 约定 . 
在 测 地 法 极 坐标 系 下 ,对 于 径 向 对 称 函数 ，Laplace 算 子 可 简单 地 写 为 
Af(r) = Aof(r) + f'(r)ð log vigl: (6.5) 


其 中 Ao 是 欧 氏 度量 下 的 Laplacian. 
事实 上 , 在 测 地 法 极 坐 标 系 (7,£) F 其 中 £ € St, 度量 9 可 表示 为 


g = dr? + hjd dë, 
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而 det(hij) =r?" |g]. 由 于 f RARE E, hk 
1 n— 
Af = Pagal Vig Of] 


= p+ f 4 f'a, log Vial 
= Aof(r 4 f'(r)8, log Vgl. 
二 、 流 形 上 的 积分 
L 外 微分 式 的 积分 .我 们 知道 ， 一 个 微分 流 形 Mn 是 可 定向 的 ， 如果 存 
在 Ma 的 一 个 坐标 覆盖 ， 使 得 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 保 持 同 号 , 这 等 价 于 
Mn 上 存在 一 个 处 处 不 为 零 的 n 次 外 微分 式 . 处 处 不 为 零 的 外 微分 式 间 可 引进 
等 价 关 系 : wy ~ wo 当 且 仅 当 存 在 光滑 函数 f > 0 使 得 wi = fw2. 对 于 可 定向 
的 微分 流 形 ， 这 样 的 等 价 类 恰 有 两 个 , 选择 其 中 一 个 便 给 出 一 个 定向 . 
设 w 是 定向 微分 流 形 Ma .上 的 一 个 具 紧 支 集 的 n 次 外 微分 式 . 按 如 下 方 
WEN w 在 M, 上 的 积分 : 
设 (Ui, pijer 是 与 定向 一 致 的 一 个 坐标 覆盖 ，{ai jier 是 从 属于 {Uijier 的 
-个 单位 分 解 , 在 U 上 w 可 局 部 表示 为 
w = filz)dz! A- Adz”, rEeU, 
那么 , w 在 Mna 上 的 积分 就 定义 为 


[2S L PONE oera ae 


tE 


可 以 验证 ,上述 定 义 是 可 行 的 : ESERE, 也 与 从 属于 坐标 覆盖 
的 单位 分 解 无 关 . 

定理 6.1 如 果 Mn 不 可 定向 ,那么 M 有 具有 一 个 可 定向 的 二 重 蕉 盖 流 形 
( covering manifold with two sheets ) M. 


我 们 说 流 形 M 是 M 的 一 个 覆盖 流 形 ， 如 果 存 在 可 微 映射 + :MM >M, 
使 得 对 于 每 一 点 Pe M 有 

(a) F £ x7(P) 是 离散 空间 ; 
O (8) FEA P BRU, EE rU) 5U x 已 微分 同 胚 ,而 每 个 点 
Pen (P) 都 有 一 个 令 域 Ve M, EEr E ERORE nrg: Ù —> rÜ) 
可 微 问 胚 映射 . 
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mE 已 恰好 包含 两 点 ,那么 (MM,7) 就 叫做 M H-T ERK. 


2. 带 边 流 形 . 

令 互 及 豆 分 别 表示 及" 中 的 开 半 空间 zl < 0 及 闭 半空 间 zl < 0， 其 拓扑 
为 诱导 拓扑 . 一 个 函数 称 作 在 BE BY O 类 ,如 果 它 是 及 "” LRT C* 函数 在 
五 上 的 限制 . 

我 们 说 Ma 是 一 个 带 边 流 形 ， 如 果 Ma 的 每 个 点 都 有 一 个 邻 域 与 万 TA. 
其 中 具有 和 邻 域 与 R 同 胚 的 点 叫 内 点 ， 其 余 点 叫 边界 点 . 边界 点 的 集合 记 为 
OM. 显然 6M 是 无 边 的 (n 一 1) 维 流 形 . 

比照 Ce 流 形 的 定义 , 可 给 出 带 边 Cr* 流 形 的 概念 ， 

设 M 是 一 带 边 定向 流 形 ， 则 Mi 的 定向 诱导 OM 的 一 个 定向 设 
(Uj, pj)jer 是 Mn 的 一 个 与 其 定向 一 致 的 坐标 逢 冀 ， (Uj, Bj)jer 是 OM 相 
应 的 坐标 覆盖 , Wi ðM OM 为 典 则 包含 映射 , 对 于 ge OM, BOM 的 切 向 
EX Ee (OM) WA M 的 切 向 量 i(X)E T7M. Me, € TyM 但 el € T,(0M), 
H ei 指向 外 侧 ， 即 


(fla) =0, f<0 于 M 中 ) => (ei(f) > 0). 
BX T,(OM) 的 一 个 基 ez,… ,en 使 得 e1,e2,… ,en FARK TM 的 基 且 与 M 的 正 
向 一 致 . 这 样 的 程序 便 规定 了 6M 的 一 个 典 则 的 定向 . 
3. Stokes 公式 . 
设 Mr 是 定向 的 Ch 带 边 紧 流 形 , w 是 Mn 上 的 (n — 1) 次 外 微分 式 ， 则 


[w= w, 
M aM 


其 中 OM 的 定向 是 由 M 的 定向 诱导 的 典 则 定向 ,右边 积分 号 中 的 w 是 ilw) 
的 简化 记 法 . 
4. Lebesgue 积分 . 


设 (Mi,9) 是 n 维 Riemann Vile, (U, p, c) 为 一 局 部 坐标 系 ， 我 们 称 
dV £ Vlgjdzidz?.… da” 为 流 形 M 的 Riemann 体积 元 素 . 
设 f 是 M 上 的 一 连续 函数 ,， 具 紧 支 集 sppt fcU, 定义 


[seve] (vigl f) ptdr dz? dz". 
M pl) 
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这 样 的 定义 是 可 行 的 ,事实 上 ， 设 (Vy y) 是 另 一 局 部 坐标 系 ， 且 
sppt f C Vny， 则 在 新 旧 坐 标 系 间 度量 矩阵 的 行列 式 |g'| lg 满足 关系 
19| = |det(8zz/8w)2l9l， 两 坐标 系 间 欧 氏 体积 元 素 满 足 dyidy?+--dy” = 
| det (Oy*/Ox))|datdx?--- dz”, 所 以 


f (Jlglf)e dr'dz?.-- da” 
(UNV) 
-fa (VINNY dyt dy? -+ dy". 
N 


对 于 一 般 具 紧 支 集 的 连续 函数 f, 任 选 M 的 一 个 坐标 覆盖 (Ui pijer FF 
设 {aiher 是 从 属于 {Lijier 的 一 个 单位 分 解 , 我们 定义 
dV = if dV. 
JY Dh 
易 证 上 述 定 义 不 依 赖 于 坐标 覆盖 及 单位 分 解 的 选择 . 因而 (M, dV) 是 一 
Radon 测度 空间 . 将 抽象 测度 的 理论 应 用 到 测度 空间 (M, dV). 便 得 到 一 般 的 
Riemann 流 形 上 Lebesgue 积分 的 概念 及 理论 . 
5. 散 度 定理 与 Green 公式 . 
散 度 定理 I 设 (M,g) 是 nn 维 ( 无 边 ) Riemann 流 形 , X Æ M 上 县 紧 支 集 
的 C1 向 量 常 则 有 下 列 散 度 定理 
f (divX)dV = 0. 
M 
当 M 可 定向 时 这 是 普通 的 散 度 定理 , 当 M 不 可 定向 时 , DER (M, 3) 
可 证 结论 . 


Green ARI 设 (M,9) 是 n 维 (无 边 ) Riemann 流 形 . h e Ct, fec? 
AM 上 的 函数 , 假定 AVS) 具 紧 支 集 ， 则 


f, h(-Af)aV = f, (Vf, Vh),aV; 


设 heC?, feC? 为 M 上 的 函数 , Meh, 上 有 具 紧 支 集 ， 则 


上 人 hAfaV = 人 fAhdV. 
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现 假设 M 具有 边界 9M， 具 有 由 9 诱导 的 度量 g 及 面积 元 素 dA. Hv 
表示 边界 上 的 单位 外 法 切 向 量 常 
HEEB 设 Cl 向 量 场 X 具有 紧 支 集 spptX eM, 那么 


fw)av 一 fa (X, v)}y dA. 


Green 公式 I BAEC’, feC?vAM LHAM BERVI) AAR 
MEAT M+, 则 


J tnareiwrvnjav = f h(vf)dA; 
M OM 
whe C2, f € C? 为 M 上 的 函数 ， 假定 h, 了 都 具 紧 支 集 ， 则 


f Irat- fanjav = f [Av f) — fh) ] dA. 
M OM 


1. HEER. 设 映 射 o 是 从 Riemann 流 形 (M, g) 到 (N, h) WHOA, 
如 果 存 在 M 上 的 光滑 恒 正 的 函数 p, 使 得 g*h = pg RPO Æ o HAR 
射 ， 则 称 (AM, 9) 与 (N, 四 是 共 形 等 价 的 , o 称 为 共 形 变换 . 特别 , WR p 三 1， 
则 称 由 是 等 距 变 换 或 等 距 映 射 . 


流 形 M 上 的 两 个 Rieman 度量 g 5 9 称 为 共 形 等 价 的 ， 记 为 G~g, MR 
恒 等 映射 是 (M,g) 到 (M, 9) 的 共 形 变换 , 即 存在 M 上 严格 正 的 函数 p 使 得 
g 二 pg. 这 时 也 说 5 是 9 的 一 个 共 形 变换 或 保 角 形变 . 

BR, 共 形 等 价 ”~” 是 等 价 关系 , 度量 9 的 等 价 类 记 为 [g]. 

在 共 形 变换 下 ,两 切 向 量 的 夹 角 不 变 . 

取 9 的 共 形 度量 j= e21g, 用 rk Rij 及 五 分 别 表示 度量 g FAY Cristoffel 
记号 、Ricci 曲率 及 数量 曲率 . 由 (6.2) 得 

T}; =U + [ong fi + grifi — dij fer]9™, 
由 此 , 根据 (6.4), 我 们 有 


Rig = Raj — (n—2)fjy+(n—2)ff;— [AF + (n— 2)/V FP] gu. (6.6) 
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将 上 式 进 行 缩 并 , 记得 R= GYR; = e% gi Riz, 便 得 


R=e HR- 2 DAF -nm—1)n— 2)vF]. (6.7) 
如 果 n = 2， 上 式 不 含 梯度 项 , (6.7) BA 
REE=e ?i[R- 2(n— 1)Af. (6.8) 


如 果 n > 3, 为 消 掉 (6.7) 中 的 梯度 项 , 令 e27 = pV"), (ria N = 22, I 
(6.7) 式 化 简 为 i 
R= na 1-N 
R= (Re - 4"— Ag) y . (6.9) 
2. Weyl 张 量 . 
设 (M,g) È n HE Riemann 流 形 . 在 局 部 坐标 系 (U, xt) F, 我 们 定义 
Wijet = Rijki — 一 (Rigg — Rig gin + Ryrgir — Rjxgi) 
+ R ds od: ) 
(a Da = 2) (9! T GilQjk}- 
AGL, Wij 是 某 个 (0,4) 型 张 量 W 的 系数 , 叫做 Weyl KEL. Wi 在 共 形 
变换 下 不 变 ( 见 陈 维 桓 [220] 第 四 章 习题 )， 称 为 Weyl 共 形 曲率 张 量 . 

关于 Weyl Ke, RITA ( 见 陈 维 桓 [220] 第 四 章 习 题 ): 

(a) Weyl 张 量 Wij 关于 任意 两 个 指标 的 迹 都 为 零 . 

(8) 当 n > 4 时 ,Weyl 张 量 恒 等 于 零 当 日 仅 当 (M,9) 局 部 共 形 平坦 . 当 
n 二 3 if, Weyl KEIR STS, (M,g) 局 部 共 形 平坦 的 充分 必要 条 件 是 Bek 张 
量 恒 等 于 零 . 

我 们 所 说 (M,g) 局 部 共 形 平坦 , 指 的 是 , 对 于 每 一 点 PEM, 都 有 一 个 邻 
KU 及 共 形 度量 95， 使 得 在 U E, 5 的 曲率 张 量 恒 等 于 零 , 这 也 等 价 于 说 , 存 
在 共 形 度量 95， 使 得 在 P 点 适当 的 法 坐标 系 下 , Gi; = ij. 

局 部 共 形 平坦 的 典型 例子 是 标准 球面 (S",9o)， 更 多 例子 见 Schoen-Yau 
[182] 或 [237]. 


3. 共 形 Laplace 算 子 . 
设 (M,9) 是 Riemann 流 形 ， 我 们 称 算 子 


O=—-A+k, 
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为 (9) 的 共 形 Laplace ef, 其 中 Kg 一 ay Re 而 Ry 是 (M, 9) 的 数量 曲 
率 . 显然 , 口 是 自 共 轿 算 子 . 


根据 数量 曲率 已 与 吏 间 的 变换 式 (6.9), 算 子 口 按 以 下 意义 是 共 形 不 变 
的 : 作 度 量 的 共 形 变换 5 = w4/e -39g, 则 5 的 共 形 Laplace HF 日 满足 


olgu) = ptu, (N = 23). 


显然 , 在 共 形 变换 下 , HÆ Laplace 算 子 的 强制 性 不 变 . 


第 六 节 ” 流 形 上 的 Sobolev 空间 


—, Sobolev RA ÆI 


1. 空间 WI?(M). B(M, g) Æ n > 2 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 ( 无边 
或 有 足够 光滑 的 边界 ). wu M 上 的 一 光滑 函数 , mm 是 一 正 整数 , 记 Vru 
A u hI m MEFZG Vrau] 为 其 模 ， 则 


|Vma = VO Vnu Va Yond, 
这 里 采用 了 求 和 约定 , 其 中 VG... Vomy = g% fi... gem Omg. Via ue FF 
ae, [Vu]? = jul?, |Vul? = VIu Yd. 
空间 WO 了 (M) 是 CF(M) 在 范 数 


lull = SS ([ v'upav) 


下 的 完备 化 , 其 中 dV 是 (M, 9) 的 体积 元 素 . 

WẸ? (M) 是 Hilbert 空间 , 通常 记 为 HE(M), 也 有 几何 学 家 写成 H*(M). 
当 M 是 紧 致 无 边 流 形 时 ,， WE? (M) 或 HE(M) 与 H*(M) 一 致 . 

2. 能 入 定理 . 


T. Aubin 系统 地 建立 了 流 形 上 的 Sobolev 空间 理论 , 我 们 有 下 列 ( 见 Aubin 
{5, 7]) 
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定理 6.2 设 (M, 9) 是 一 n >>2 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 (无 边 或 边界 充 
TAH) NA do FERRA 


LM) Vaqe [p, ais] #mp<n, 
0 (M) > ¢ LIY(M) Yq € [p, œ) 车 mp=n, 
C(M) % mp>n. 


此 外 , Bl <p<n, MVe>0, 3A= Alp, e), 使 得 
lullnap/in-p) < (K(n,p) +€)||Vullp + Allullp, ue Wo?(M). 


iB, K(n,p) 是 使 得 上 式 成 立 的 最 小 正 数 ， 称 为 最 佳 Sobolev KAH Z. 

注意 术语 最 佳 Sobolev 常数 (用 S 表示 , 见 53 页 定理 2.6) 与 最 佳 Sobolev 
嵌入 常数 (用 K(n,p) 表示 ) 不 同 , 例如 K-2(n, 2) = 8 = 4 n(n 2)w2/". 

“4m = 1, p= 2 IN, Hebey-Vaugon [114] 将 上 述 不 等 式 改进 为 

定理 6.3 设 (1M,g) 是 一 n> 3 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 (无 边 或 有 足够 
光滑 的 边界 )， 则 对 于 任意 uc ÄM) RH 

ull2 en 2) < K7(n, 2)||Vuell3 + Allull. (6.10) 

这 里 A 是 与 无关 的 常数 特别， 对 于 标准 单位 球面 ，A 一 wn 

下 面 给 出 流 形 上 的 Kondrachov 定理 , 其 证 明 见 Aubin [5, 7]. 


定理 6.4 (Kondrachov) i (M, g) 是 一 n > 2 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 
(无 边 或 边界 充分 光滑 )， 则 有 下 列 紧 诺 入 
LI(M) 若 mp<n,g< amp 


CM) 若 0< 和 A<m-2. 


其 中 CA = Ch, b= [dN BA MKB, a = {入} 是 其 分 数 部 分 . 


Wo P (M) -d 


3. Poincaré 不 等 式 . 


B (M,g) 是 n> 2 维 紧 致 流 形 , 那么 L 一 H! 紧 致 , 应 用 Lagrange F% 
法 ,容易 得 到 下 列 PoincarE 不 等 式 : 


lu = alld < Ar ||Vullg, Vue HM), (6.11) 


See a A u 的 平均 值 ， BD a= 5 f udv, A 是 -A 的 第 一 非 零 特征 值 . 
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4. 最 佳 Sobolev RA BAA BE. 


对 称 性 可 以 改进 Sobolev HRA, 在 这 方面 , Hebey-Vaugon [115] 有 系统 的 论 
述 , 也 参见 本 书 引述 的 定理 8.19. 


Aubin [4] 指出 , 标准 单位 球面 (S",go) 上 的 HT 函数 ， 如 果 满 足 某 些 自然 
的 直 交 性 条 件 , 则 不 等 式 (6.10) 中 的 嵌入 常数 可 以 改进 , 这 也 可 看 做 是 Sobolev 
嵌入 的 改进 . 

我 们 知道 , (S", go) 上 Laplace 算 子 -A 的 第 一 非 零 特 征 值 Xi = n, 其 特征 
空间 F en +1 维 线性 空间 . 事实 上 , 若 z = (Z1,… ,Zn41) ER 中 的 标准 
坐标 ， 那么 限制 函数 cils (1< i< n) L 互相 直 交 , HAR F RER. 


定理 6.5 (Aubin [4]) 设 n > 3, Ağu E HS) 满足 直 交 性 条 
件 : fpu dV = 二 0,YwpE 大 ,其 中 大 是 一 人 的 第 一 特征 空间 则 


julli < [277 K? (n, 2) + e] | Vul? + Ale) lulls, (6.12) 


其 中 & > 0 充分 小 Ale) 是 与 < 有 关 的 常数 . 


二 、Trudinger 不 等 式 

当 mp = n 时，Sobolev 空间 W™? 可 由 入 到 所 有 LP (1 < p < oo) 空间 ， 
{BAKA SY LO, 这 中 间 存 在 的 空挡 , 可 由 Trudinger 不 等 式 填补 . 

1. R” 中 有 界 区 域 的 情形 . 

定理 6.6 (Moser-Trudinger FB) OQ C 了 "是 有 界 区 域 ， 记 am = 
nw OD, MRAM FPA a <an 成 立 不 等 式 

f exp (alul"/")) dz < CIN, Vue Bi, (6.13) 
Q 

HP B = {u e W”: Vuln <1}, C ERRAT n FR 


这 类 不 等 式 最 时 由 Trudinger [201] 证 明 (参见 Gilbarg-Trudinger [106]). 指 
出 最 佳 常数 为 an 是 Moser [151] 的 工作 . 如 果 a > an, (6.13) 左 端 依然 有 限 ， 
但 可 选择 u c Bi 使 其 任意 大 . 


HERA 利用 对 称 化 ,根据 Cavalieri 原理 ( 见 第 31 页 定理 1.32) 及 Pólya- 
Szeg6 不 等 式 ( 见 第 34 页 定理 1.36)， 只 须 就 0 = B, HERIR, 4 为 径 向 对 称 函 
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数 建立 (6.13). 而 据 稠 密 性 及 Fatou 引 理 , 又 可 设 u e CHOQ). 如 此 , RANA 


lu(z)| < F uldar (r= zl 


KAMERE A Jul era H Holder 不 等 式 得 


1 nl 
P n P Tn 
ju(z)| < (/ ar ) (/ rar) 
0 r 


—1/n n=l 
= wl" ||Vull | log(p/r)] * 


ERA Vuln < 1 aui = naag, 由 上 式 得 


一 也 一 二 


f, eo (alu )ae < f [p/r] "°°" az, 
Bp Bp 


如 果 a < an, BATA 


n 
/ exp (alul"/-D) da < 一 ci 
B n 


p (1—aaz!)’ 


从 市 得 到 (6.13). a = an 的 情形 比较 难 证 , 可 参见 Moser [151]. 口 


推论 6.7 ECR RARER A By, = (n 1) n'a! ， 那么 对 
于 所 有 Ue Wi”), 成 立 不 等 式 


[eae < C|Ql exp (Bn||Vull?), (6.14) 
其 中 CC 是 只 依赖 于 nn 的 常数 . 
证 明 对 于 任意 实数 a, b, 我 们 有 不 等 式 
ab < anal") + Blb”, 
Fa=ullullz!, b= Vuln. 那么 ab =u, 应 用 (6.13) 便 得 到 (6.14). o 


关于 高 阶 Moser-Trudinger 不 等 式 ， 见 D.R. Adams [14] 及 所 列 参 考 文献 . 
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2. 紧 致 流 形 的 情形 . 

现 将 定理 6.6 及 推论 6.7 推广 到 紧 致 Riemann 流 形 上 . 

推论 6.8 设 (M,g) 是 n > 24H RK Riemann 流 形 ， 则 对 于 所 有 u e 
WIM) 成 立 不 等 式 


.al elav <E, 6.15 
J. exp [ell lalla) av < 6.15) 
HP a, C > 0 是 不 依赖 于 以 的 常数 . 

证 明 只 给 一 个 简单 勾勒 . Ugi): 1 之 i<k} BM 的 一 个 有 限 坐 标 
Bm, 使 得 p; 是 U: 到 单位 球 BCR NAAR. Ru; 是 从 属于 U: 的 单位 
分 解 , Su; = peur W \|Vouillne < cjluljwua. 此 外 ,对 于 非 负 函数 fo 

f exp (uif)dV < cf exp (uif) dV. 
M Ui 
在 Ui 上 , dV < Cdz, 利用 指数 函数 的 凸 性 ， 
A C k — ni (n— 
(6.15) 左 端 < rÈ J, [ca ( Jl + lll) A Vaz (6.16) 


$ vu = ul- lull gan Ba > 0 充分 小 , EE ak0) < an, 对 每 个 vi 
TE B 上 应 Moser-Trudinger PER, H (6.16) 便 推 出 所 需 结论 . 口 


定理 6.9 设 (M,g) 是 n>2 维 紧 致 Riemann 流 形 ， 则 
f erdV < Cexp [4||Vull? + cllulsl, Yue Wr"(M), (6.17) 
M 

其 中 C, 8, c 是 常数 此 外 , RA WI"(M) um et ELUM) (q>1) 为 紧 . 

证 明 不 等 式 (6.17) 可 仿照 推论 6.7 的 证 明 获 得 . 为 证 定理 的 第 二 部 分 , 我 
们 应 用 Kondrachov 定理 : RA WIG L 紧 . 

BA EWM) 中 的 有 界 集 , 将 不 等 式 (6.17) PA u BE gu， 那么 对 于 
任意 9 > 1,{e* : we A} E LM) PAR. ve < valalle<lwvo nb X 


明 , {e* : ue A EWH PAR, Ae DL’ 中 的 相对 紧 集 , Hu RE qu, 其 
中 gq > 1 是 实数 , 知 映射 Wi"(M) 3 w e e LYM) 为 紧 . 口 


对 于 标准 球面 (S”, go), 成 立 最 佳 Moser-Aubin FÆR. FIE, 当 n 二 2 
时 为 Moser [151] 所 证 , 一 般 情形 由 Aubin [4] 给 出 . 
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定理 6.10 (Moser-Aubin FER) 对 于 所 有 满足 规范 条 件 [udV = 0 kh $ 
Hue WES?) RÈ 


[etavan < C exp (GullVullt). (6.18) 
Sn 
其 中 是 只 依赖 于 的 常数 ，go 是 Sm 的 标准 度量 . 

3. 最 佳 常 数 的 改进 . 

Aubin [4] 指出 ， 如 果 定 理 6.10 中 的 函数 进一步 满足 某 些 自 然 的 直 交 性 条 
件 , 那么 最 佳 常 数 On 可 以 改进 . 


定理 6.11 (Aubin [4]) & Ak u E WS") HA (1 规范 性 条 

tt, fudV = 0; (2) 直 交 性 条 件 ，J pe*dV = 0 Yoe 大 其 中 三 是 

Laplace 算 子 —Ag, 的 第 一 特征 值 Xi = n 所 对 应 的 特征 浮 数 构成 的 函数 空间 . 
则 

Lave < C) exp ((B/2) vul), (6.19) 


其 中 6 > Bs 并且 可 充分 接近 Bno CO) 是 只 依赖 于 n 与 6 的 常数 . 


注 记 6.1 在 定理 6.11 中 , 如 果 % 进一步 满 足 ||wl|2 <k. WARN (6.19) 
中 的 可 取 最 佳 常数 3Bn， 常数 C(B) 则 换 为 只 依赖 于 的 常数 C(k). 


我 们 指出 , 对 于 函数 豆 1(S2)， 若 满足 规范 性 条 件 及 对 称 性 条 件 ，vw(-z) = 
u(x), Va € S$S2， 则 成 立 不 等 式 (6.19)，Osgood 等 [163] 指出 ， 此 时 可 取 
5B = $82 = 1/327. 

确实 , x € S2 cR? 的 三 个 分 量 xy, r2, z3 是 第 一 特征 空间 的 基底 , 所 以 直 
交 性 条 件 等 价 于 1 ze*dV(z) = 0. WE u WEIER, W 


J re) dV -f (=x)e dV = 0. 
s2 s2 


推论 6.12 在 标准 的 实 射影 平面 (RP, 90) 上 ， 成 立 最 佳 Moser-Aubin 不 
Ags x. 


证 明 R 的 二 重 覆盖 p: SF 一 RP ARH, CRS 的 对 径 点 映 
MRP? 的 同一 点 .对 应 于 每 个 p € HRP?) ELS 上 的 函数 w， 使 得 
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ulz) = olp(z),YzeS2,， 则 对 于 任意 满足 规范 条 件 的 函数 p E€ HRP?) 我 
们 有 u(-2) = w(z)， 且 同样 满足 规范 性 条 件 ， 故 


2 f er?dV = f e"dV < C exp ( (62/2) ||Vullg) = C exp (BallV oll2). 
RP? s2 


三 、 加 权 函 数 空间 


在 相对 论 的 研究 中 ， 人 们 使 用 一 类 特殊 的 加 权 函 数 空间 . 这 类 空间 的 引入 
及 其 在 了 ”上 椭圆 算 子 的 应 用 可 追溯 到 Nirenberg-Walker [159], 经 过 Lockhart 
[142]，McOwen [146], Cantor [63], Bartnik [35] 等 的 工作 , 得 到 极 大 的 发 展 . 


空间 Li. 


l. 
设 p>1, GER, 我 们 用 LAR) (n > 3) 表示 具有 有 限 模 


lll B [ |u|? dz 1/p 
PF Jer zl Jef 


的 局 部 可 积 函数 构成 的 线性 空间 ， 


2. 加 权 Sobolev 空间 Ws P. 
Ue wi” (9) 当 且 仅 当 下 列 范 数 有 限 : 
k 


Wlullkpe = >. |D™ullo,s- 


m=0 


3. 加 权 Holder 空间 . 
定义 加 权 连 续 可 微 函数 空间 CEQ) 为 W 上 C* 函数 在 下 列 范 数 下 的 闭 包 : 
k 
lullo = 2 sup lal™ Sp™ul. 
m=0 


定义 加 权 Holder 空间 Coe(OD) 为 Q Holder 空间 CH2 中 国 数 在 下 列 范 数 下 
的 闭 包 : 


: : k+a— 
lullose = llullog 十 sap(minflzl,jy 7] Ha(D"u(z,y)), 
zy 
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其 中 H,(D*u(2, y)) = |D*u(z) — D¥u(y)| /Iz — yl”. 

R” 上 诸 加 权 空 间 的 定义 稍 作 修改 就 可 适用 于 渐 近 平坦 流 形 (N, g) 的 情 
形 . 其 中 导数 D™w 要 用 m 阶 协 变 导数 Vru BK, IA Vule) 一 V™ul(y) 
中 V™u(y) 表示 zz 点 的 张 量 , 由 y 点 处 的 张 量 Ymu(y) 经 由 联结 z, y 的 测 地 线 
平移 而 得 . 

4. 加 权 空 间 的 Sobolev HA. 


定理 6.13 p,a, 6 是 实数 , p > 1, 0<aw<1 BER. 1,m >0 是 整 
数 ， 并且 满足 m 一 k 一 a > n/p 那么 对 于 任意 es > 0 我 们 有 连续 嵌入 


0OY = WF? CF. 
特别 地 ， 如果 few? LA mp>n, 那么 f= O(|zx|5). 


证 明 第 一 个 嵌入 是 加 权 空 间 定 义 的 简单 推论 . 第 二 个 嵌入 的 证 明 可 见 
Cantor [63] 或 Bartnik [35]. 口 


5. 加 权 空 间 上 的 椭圆 算 子 . 
加 权 函 数 空间 的 魅力 在 于 它 为 我 们 提供 了 研究 非 紧 空间 R” 上 椭圆 算 子 的 
-个 工具 ， 使 得 对 于 紧 致 空间 上 成 立 的 L? 理论 及 Schauder 理论 ,都 可 以 在 加 
权 空 间 的 框架 内 平行 地 搬 到 无 界 的 BR” 上 来 . 
定理 6.14 R” 上 的 Laplace 算 子 A 在 加 权 空 间 上 有 如 下 性 质 
(a) 对 于 任意 ue W3?(R"), 六 > 1， 成 立 加 权 LP 估计 


wll2,p,a < C (|lAullo,p,5 + llullo.p,8). 
(8) 线性 算 子 A : W2? (R?) > AR”) 是 同 构 当 且 仅 当 2 一 n<8<0. 


此 外 ， 如果 有 不 是 整数 , 那么 对 于 一 切 B > 2 一 n, 算 子 A 是 满 射 ( surjective ); 
对 于 而 一 切 8 < 0, HF A Ži (injective ). 


(y) XR u € C9(R") E Au € C32 (R"), MA ue C9”(R")， 并 且 成 立 
加 权 Schauder 估计 


lulloze < CllAul eo, + lullcg). 
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(6) R2-n<B<0,5<-2, B4 h e CR”), 如 果 算 子 (-A+h): 
CF” 一 Cat, 是 单 射 ， 那 么 (一 A +h) 就 是 同 构 . 


证 明 结论 (a) 及 (8) 的 证 明 见 Bartnik [35], 结论 (y) 及 (6) 的 证 明 见 
Chaljub-Choquet [65] 或 Lee-Parker [129] 的 说 明 . 口 


注 记 6.2 定理 6.14 的 所 有 结论 对 于 渐 近 平坦 流 形 (N,9) 及 其 上 Laplace 
算 子 都 成 立 , 只 须 度量 g WA gi; — 5; E€ Cle(N),， 其 中 7>0,0<a<l. 


第 七 章 YAMABE 问题 


设 (M,9) 是 n> 2 维 紧 致 Riemann 流 形 . 几何 学 家 曾 关 心 的 一 1 问题 是 : 
we M 上 一 个 光滑 函数 瓦 ， 问 是 否 存 在 与 g 共 形 等 价 的 度量 g, 使 得 (M,9) 
的 数量 曲率 恰好 等 于 只 . 

记忆 为 g 的 数量 曲率 , 根据 (6.7), 当 n 二 2 时 , 这 一 问题 等 价 于 求解 方程 

—~Au+R=Re" 在 M 上， (7.1) 


其 中 RSG = e*g 的 数量 曲率 . n > 3 时 , 根据 (6.9), 问题 等 价 于 求解 
Yamabe 方程 : 

n—2 nC 2 
二 
其 中 È ERE j= urag 的 数量 曲率 ，N = 2n/(n 一 2). 

问题 (7.1) 及 (7.2) 称 为 设 定数 量 曲率 ( prescribed scalar curvature ) 问题 . JL 
何 上 最 有 意思 的 情形 是 (0.1) 及 (7.2) 中 RR 为 常数 的 情形 . 

当 n = 2, R = Const. 时 ， 由 复 变 函数 论 的 单 值 化 定理 (uniformation 
theorem), 问题 (7.1) 总 是 可 解 的 ( 见 Schoen-Yau [237]), 通过 变 分 法 证 明之 , 则 
PRA Berger 问题 . Berger 问题 也 是 可 解 的 ( 见 Aubin [5]). 

“4 n > 3, R= Const. 时 ， 问 题 (7.2) 称 作 Yamabe 问题 . Yamabe 问题 的 解 
th, 经 历 了 漫长 的 过 程 . 问题 自 Yamabe (212, 1960] 产生 ， 历 经 Triidinger [202， 
1968], Aubin [3, 1976] 及 Schoen [176, 1984] 等 的 工作 , 历时 凡 20 余年 才 得 到 
完全 解决 . Yamabe 问题 的 成 功 解决 ， 是 分 析 手 段 解 决 几何 问题 (丘成桐 称 作 
geometric anlysis， 即 几何 分 析 法 ) 的 一 个 典范 . 

Yamabe 问题 是 1960 年 Yamabe [212] 为 解决 三 维 Poincaré 猜想 提出 来 
HJ. Poincaré 猜想 说 的 是 号: 

® Poincaré 猜想 已 由 G. Perelman 解决 ， 见 S.T. Yau [213] 


A Rw, u>0 在 M 上 ， (7.2) 
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任何 单 连通 的 三 维 紧 致 流 形 都 同 胚 于 单位 球面 S3. 
如 果 在 任何 单 连 通 的 三 维 紧 致 流 形 上 都 可 以 构造 出 Einstein 度量 , 那么 就 
可 推出 这 样 的 流 形 微分 同 胚 于 三 维 球面 ， 从 而 证 明 Poincaré 猜想 . 注意 , 对 于 
Einstein 度量 来 说 , 它 的 数量 曲率 是 常数 . 
Yamabe 的 设想 大 致 如 下 : 令 M 表示 M 上 Riemann 度量 的 全 体 ， 可 以 证 
H, M 上 Einstein 度量 对 应 于 下 列 Yamabe 泛 函 的 临界 点 : 

Su rgd Vg 
(Snr aV) ON” 
其 中 pv = tna Rg? R; 是 9 的 数量 曲率 . 如 果 将 泛 函 @ 限制 在 某 个 度量 go 
的 共 形 等 价 类 [go] 上 ， 则 这 个 限制 泛 函 的 临界 点 5 共 形 等 价 于 go 且 数 量 曲 率 
为 常数 . Yamabe 的 作法 是 在 [go] 上 极 小 化 Q. $ 


Q(g) = gEM. (1.3) 


A(M, 90) = inf{Q(g): g € {gol}, (7.4) 


称 为 Yamabe 共 形 不 变量 , 它 与 共 形 等 价 类 [go] 的 基准 度量 go EX. 如 果 存 在 
g © Cp E Ql) = A(M, g0) W 9 县 常数 量 曲率 , 记 g = un n-2 go, Wu Æ 
Yamabe 方程 (7.2) 的 解 , B. R = Const.. 


为 了 获得 Einstein 度量 , 可 进一步 定义 mini-max 


A(M) = sup inf 20) 
goc M gE [go] 


可 以 证 明 , 车 ge M 1% Q(g) = A(M,g) = ACM), N g Æ Einstein 度量 . 
Yamabe 在 将 A(M, go) 的 极 小 化 序列 向 极限 过 渡 时 犯 了 个 错误 . N. 
Triidinger [202, 1968] 发 现 了 这 个 错误 , 从此, 这 个 未 证 明 的 结论 就 称 作 Yanabe 
猜想 ， 
当 A(M,go) < 0 时 ，Triidinger [202] 可 挽救 Yamabe 的 证 明 , 而 有 旦 进一步 
指出 ,存在 充分 小 常数 a(M, go) > 0, 使 得 只 要 ACM, go) < a(M, go). 那么 
Yamabe 的 证 明 就 有 效 . 


Yamabe 问题 首次 实质 性 进展 是 Th. Aubin [3, 1976] 作出 的 . 他 首先 证 明 ， 
只 要 A(M,g0) < A(S”, go) = S， 则 Yamabe 问题 总 是 可 解 的 . 其 中 (S", go) 是 
标准 的 单位 球面 ，5 是 最 佳 Sobolev BR. 通过 巧妙 构造 试验 函数 ，Aubin 证 
明 : 如 果 n > 6 且 (MM,g) 不 处 处 局 部 共 形 平坦 , N ACM, go) < S， 从 而 在 此 情 
JÉ Yamabe 猜想 成 立 . T. Aubin 进一步 猜想 
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对 于 之 3 维 流 形 (JM,g), BA A(M,g) < A(S", 90), BA (Mg) 单 连通 
且 处 处 局 部 共 形 平坦 (根据 Poincaré 猜想 , 这 样 的 流 形 与 标准 球面 共 形 等 价 

Yamabe 猜想 的 证 明 及 其 各 种 情形 的 解决 方案 证 实 了 T. Aubin 的 猜想 . 

1984 年 ，R. Schoen [176] 应 用 广义 相对 论 中 的 正 质 量 定 理 , 对 Aubin 定理 
未 涵盖 的 其 余 情 形 ， 成 功 地 构造 出 了 试验 函数 , 证 明 AM, go) < S (除非 它 共 
形 等 价 于 标准 球面 )， 从 而 在 此 情形 也 证 明了 Yamabe 猜想 . 

然而 Schoen 的 证 明 不 适用 于 Aubin 定理 的 情形 . Lee-Parker [129, 1987] 发 
现 了 共 形 法 坐标 系 ， 一 定 程度 上 简化 和 统一 了 Aubin 定理 及 Schoen 定理 的 证 
BA. 本 章 主 要 根据 Lee-Parker [129] 的 工作 展开 , 我 们 将 证 明 Yamabe 问题 在 任 
何 情 况 下 都 有 解 , 即 有 下 列 

定理 7.1 i (M,g) 是 n> 3 #4 Riemann 流 形 ， 则 存在 共 形 等 价 的 度 
È ge [g], 使 得 5 的 数量 曲率 R= Const. 为 常数 . 


利用 共 形 Laplace AT D= A+A, 将 Yamabe 方程 (7.2) SAM FUR 


Du = kut, u>0 EMF, (7.5) 
其 中 n— 2 R ~ n—2 R 
“än an 


则 定理 7.1 要 证 明 的 是 , 对 于 适当 常数 k, 方程 (7.5) 存在 正解 . 稍 后 将 看 到 , K 
HEN k= send\(M), 其 中 A(M) 是 (JW,g) 的 Yamabe 不 变量 . 


第 一 节 EINA 


一 、Yamabe 不 变量 和 (M) 


L Yamabe 商 . 为 求解 方程 (7.3)， 考 虑 所 谓 Yamabe ff: 
2 2 
Q(g,u) = J (Wal? + lu Jav (7.6) 
lulli 
显然 Yamabe 方程 (9.5) AA TZ A Q(g, u) 的 临界 点 . 在 度量 的 共 形 变换 
G = pA4/tm-2)g F, Yamabe 商 有 这 样 的 共 形 不 变性 : 


Q(g, pu) = OG, u). (7.7) 
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确实 , 度量 5 的 体积 元 AV = dV, 根据 共 形 Laplace AF O = 一 人 十 的 

共 形 不 变性 (H p.181 ), 我 们 有 

_ /J(pWopWdV _ _ f(wOu)pNav 

其 中 证 = A 十 名 是 度量 5 下 的 共 形 Laplace $f. FH, Ql, yu) =Q, u). 
由 (7.7), 我 们 得 到 一 个 只 与 g 的 共性 等 价 类 [g] 有 关 而 与 等 价 类 中 具体 g 

FERN, 


A(M) ê inf {Q(g, u) :OA4uE H*(M)} 
= inf{Q(5, 1) :5e [g]} 
ACM) 称 为 (M, g) 的 Yamabe 共 形 不 变量 . 


由 (7.6) R4, AM) 的 符号 与 共 形 Laplace 算 子 口 = 一 人 十 ;的 最 小 特征 
值 的 符号 一 致 . 特别 ，A(M) > 0 当 且 仅 当 口 = 一 人 十“ 强制. 


今后 ,如 车 不 致 引起 混淆 ， 我们 将 简写 Yamabe 商 为 Q(w)， 并 将 Yamabe 
问题 化 归 为 下 列 极 值 问题 


MM) = 


Q(u). (7.8) 


oui m) 
因 极 值 问 题 (7.8) 具有 共 形 不 变性 ， 故 缺乏 古典 变 分 法 所 需 的 全 局 紧 性 条 
件 . Yamabe 问题 的 困难 正在 于 此 . 


2. 等 式 A(S") = S. 

在 研究 Yamabe 问题 及 数量 曲率 问题 时 , Sobolev HRA L= (IM) > H1(M) 
的 最 佳 常 数 9 及 在 IR” 上 的 极 值 函数 , 扮演 着 重要 角色 . R” 的 Yamabe 不 变量 
就 是 最 佳 Sobolev 常数 ， 即 


A(R”) = inf {Q(dz?,u): 04 u € H'(R")} =S, 


其 中 dr? 是 标准 欧 氏 度量 . 最 佳 Sobolev 常数 5 可 被 下 列 一 族 函 数 取 到 ( 见 第 
53 页 定理 2.6): 
We = (e + Je, (7.9) 
对 于 R 的 有 界 区 域 9, AN) = S OXE inf Q(go,u) € HN) EM), 它 不 能 
够 在 HiQ) 上 取 到 , 4e 一 0 时 , S 可 以 被 下 列 函 数 族 无 限 通 近 : 
a(x) 
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这 里 a 是 一 径 向 对 称 的 光滑 截断 函数 ， 在 球 Bs 内 取 1, 在 球 Bos SMES J 
零 , 6 是 适当 小 的 正 数 . 这 也 就 是 说 , Ae 4 0 时， 


SBa |Voue| dz 
2/N 
(Ja luelN ax) 
现在 讨论 A(S”). HP = (0,...,0,1) HS" CR! 的 北极 , 考虑 球 极 投影 
Sn —{P} > R". 按 定义 ， 


zolO= pee EES \{P}CR™. 


拉 回 映射 o ES 上 诱导 的 度量 正 是 S 上 的 标准 度量 ds, H 


Adz? 
(1 + |x|?)? 


=S +o(1). (7.11) 


ds? = o* (dz?) = = AO)? 

HH h = 404. h4/(m-2qw? 既 可 看 作 是 S” 的 标准 度量 ds? 在 局 部 坐标 系 
{o"} 下 的 表达 , 也 可 看 作 是 到 ”上 标准 度量 的 〈 非 完备 ) 共 形 变换 . IVS" ~ {P} 
的 共 形 度量 hO- ds? = dx?, 这 是 R 上 的 标准 度量 . 根据 @ 的 共 形 不 变性 


Q(ds?, htu) = Q(AY Yds?, u) = Q(dx”, u), 


或 更 直 白 地 


Q(ds?, hu) = Jen (h7*u) (hu) dV _ Jian |Voul? da . 
(Sou la-tulNAV)"”® (fon ful dr) 
我 们 立 得 ACS") = S. 由 于 R” 上 最 佳 Sobolev MT Ku = h WBN, 这 意 
RÆ ACS”) Al ae AE PHL 取 到 . 这 一 事实 为 我 们 计算 最 佳 Sobolev 常数 
S 提供 了 另 一 种 方法 〈K. Uhlenbeck 的 方法 ) . 注意 到 (S", ds?) 的 数量 曲率 
R=n(n—1),%6=4 'n(n—-2), RNA 


S = A(S”) = Q(ds”, 1) 
(7.12) 
= Kw? = A n(n — 2)w2/”. 
3. Aubin FÆR A(M) < ACS"). 


一 般 紧 致 Riemann 流 形 的 Yamabe 不 变量 AM) 不 会 超过 标准 球面 的 
Yamabe 不 变量 A(S), 我 们 把 这 一 结论 写成 
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引 理 7.2(Aubin [3]) 设 (M,g) Æ n > 3 维 紧 致 Riemann 流 形 ， 则 
A(M) < A(S”). 

证 明 设 {x 让} 是 某 点 Pe M 的 测 地 法 坐标 系 , 取 we 如 (7.10). 我 们 来 佑 
th Q(g, ue). 这 个 估计 并 不 需要 特别 精细 . 

因 ws 是 径 向 函数 ,所 以 |Vue|? = |Opue|?, BI |Vuel? = |Voue|?, Vo 是 欧 
氏 梯 度 . 此 外 , 在 测 地 法 坐标 系 中 , 体积 元 素 dV = (1+ O(|z]?))dx， 因 而 

f IvuPav = (1400) f IvouPas, 
M 


B25 


f juelNaV = (1 +0) f lute| dz. 
M Bog 
应 用 Holder 不 等 式 可 推出 


2/N 
f suave f lue|?dz < 6.8 luel* der) 
M Bos B 


26 

J Bas |Votte|2d zx 
(Joas elvar) 
在 上 式 中 先 令 < 一 0, 再 令 6 一 0, 注意 两 个 积分 的 比值 趋 于 5S ( 见 (7.11))， 因 
而 我 们 有 A(M) < S. 口 


Q(g Ue) = (1+ O(6°)). (7.13) 


=, Aubin 的 判 据 

Yamabe 问题 的 第 一 个 突破 属于 Tridinger [202]， 他 证 明 存 在 一 个 常数 
a > 0, 使 得 只 要 AM) <a, JW) Yamabe 问题 可 解 , 尤其 当 A(M) < 0 时. 

Aubin [3] 精确 给 出 a = 和 A(S")， 并 证 明 上 只 要 A(M) < A(S”); 则 Yamabe 问 
题 可 解 . 这 一 结论 在 变 分 法 上 已 成 为 解决 相关 问题 的 一 个 准则 . 

定理 7.3(Aubin[3]) 设 (M,g) Æ n > 3 维 紧 致 Riemann AY, # 
A(M) < A(S”), R] Yamabe 方程 (7.5) 存在 一 正解 u © C%(M). 

注 记 7.1 定理 7.3 将 Yamabe 问题 的 可 解 性 归结 为 寻找 试验 函数 po, 使 得 

下 面 我 们 用 两 种 方法 证 明定 理 7.3, 一 个 是 H. Brezis 45 L. Nirenberg 后 来 
在 文献 [52] 中 提供 的 方法 , 另 一 个 是 Aubin [3] 原来 的 方法 . 
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1. Brezis-Nirenberg 的 证 明 . 
事实 上 , 我 们 有 比 定理 7.3 更 强 的 结论 . 考虑 极 值 问题 (7.8) 的 一 个 极 小 化 
序列 {um} C HHM), BẸ 
\|Vumlls + fru, =A(M) +o),  llumllw =1. (7.14) 


引 理 7.4 如 果 A(M) < AS")， 则 由 (7.14) 定义 的 任意 一 个 和 (MM) 的 极 小 
ARS AE HHM) 中 都 是 相对 (GR) 列 紧 的 


证 明 引 理 7.4 的 证 明 与 引 理 2.7 的 证 明 几 乎 完全 一 样 , 证 明 的 关键 仍 是 
Brezis-Lieb 分 解 及 最 佳 Sobolev 不 等 式 ， 只 不 过 这 时 最 佳 Sobolev 不 等 式 采 取 
Hebey-Vaugon 定理 的 形式 ( 见 第 182 页 定理 6.3). 口 


定理 7.3 的 证 明 I 由 引 理 7.4 SI, AM) HA uc HUM) RS). 我 们 
可 以 假定 u > 0, 否则 用 ju] BR (注意 vlw| jlo < |Ywllz ). AA u 是 极 小 化 
问题 (7.8) 的 解 , 故 存在 Lagrange 乘 数 ps 使 得 


—Au + ku = pul, reM. 


由 Brezis-Kato-Nirenberg 正则 化 定理 , u € LP(M) Vp > 2, 从 而 一 般 正 则 化 于 
段 可 证 ve C%(M), 根据 强 极 大 值 原理 , ŒM 上 ww > 0. 


2. Aubin 的 证 阴 . 


因 AM) < 0 的 情形 较 简 单 ， 在 介绍 Aubin 的 方法 时 ， 只 讨论 AM) > 0 
的 情况 .由 于 共 形 不 变性 , 我 们 可 设 (M,g) 的 体积 fy dV, = 1. 


Aubin 的 方法 是 用 次 临界 情形 逼近 临界 情形 . 对 于 gq € [2, NI, 定义 
J (Ya 十 |u|?) dV 


Qq(u) = [ule (7.15) 
并 考虑 极 值 问题 
Hp = inf {Qq(u): u € H}, |lullg = 1}. (7.16) 
显然 极 值 问题 (7.16) 的 解 对 应 下 列 非 线 性 椭圆 方程 的 解 : 
-Au + Kku = pu! EMH. (7.17) 


用 经 典 变 分 法 可 证 明 
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命题 7.5 Rq El, N)， 则 极 值 问 题 (7.16) 存在 恒 正 的 解 ug E C™(M). 
此 外 ,wo 满足 方程 (7.17). 

下 面 考察 (ug, Ug) 的 行为 . 注意 Qua) = Ha lugh =1. 首先 有 

引 理 7.6 (Aubin [3]) 设 (M,g) 的 体积 体积 等 于 1. 假定 和 (M) > 0, A) pg 
在 qe [2, N| 上 单调 减 且 左 连续 . 进而 AM) = pn = MaN ke 

WERA 设 0 关 we Hi(M), AA(M) >0, 故 Qo(wu) > 0. AM 的 体积 等 于 
1, 应 用 Holder 不 等 式 知 , ||wlly HF p 单调 增 , 固定 ge [2, N]; 对 任意 p <q, 

Qalu) = (llull - lullg?)Qp(u) < Qp(u), 
因此 pg < jp， 当然 有 bg < limp Hp. 另 一 方面 , Ve > 0, Jue HM) 使 得 
Ha > Qulu) -€ Tat (ER p <q) 
Hg > Qalu) -€ = (lull? - ullg*)Qp(u) 一 < 
> (lull: lulz? utp — €- 

注意 到 ulg 关于 q € [2, N 连续 , 我们 有 limpa Hp < Hao 口 

命题 7.7 (Aubin [3]) 设 0< A(M) < AS")， 则 存在 常数 e>0 及 6>0， 


使 得 极 值 问题 (7.16) 的 解构 成 的 集合 {ug : N -e< q< N} Æ LOON M) P 
一 致 有 界 . 


WEAR 设 5>0, 用 (ua) t” 乘 (7.17)， 积 分 ， 分 部 积分 得 ( 略 去 下 标 g ) 
(1 +28) | alvu + fee” = py fu, (7.18) 
因 A(M) > 0, BP -At+« 4 AT kitl Æ 7.18) 中 取 5 = 0, 注意 刘 
lula = 1; uq < uo» 推出 {ug} Æ HH, MTZ 72 中 有 界 . 
下 设 5>0, W C = maxl|«x|， t (7.18) 得 


14+ 26 
crop | vep < py fw" +o fura (7.19) 


应 用 Holder 不 等 式 , 我 们 有 


pus = pew Wt < Nal gaya lhe ly 
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但 因 g < N, BUNA n(q— 2)/2 <q, 再 次 应 用 Holder FER, 


lulaa-2y2 < lull = 1- 


HS w= ult, 则 由 (7.19) 得 
1+26 
RETIE Vols < wgllev|liv + Clhwll2 (7.20) 


应 用 Sobolev 不 等 式 


ENE 


Sllwhy < Vw + Allwlls, 


于 是 由 (7.20) 得 
1+ 26 


(IES — ma) lol < (A+ ©) lB 121) 


由 于 liman bg = ACM) < S, 于 是 存在 不 依赖 于 具体 q 的 正 数 =,，6,， RCo, 使 
得 当 dge (N -e N) 时 ， 


1 十 26 
(arses ~ pa) > Co. 
因此 (7.21) EA lula, < Cholli 因而 |jugl| ate SAR. M REET 
段 可 证 明 对 于 任意 p > 2, luglio < Cp, Vae(N-e, N). 口 


定理 7.3 的 证 明 II ”根据 命题 7.7， “4q 一 NIN, ug 在 LM) 中 一 敏 有 
界 , 根据 一 般 正 则 化 理论 , ug 在 C2c(M) 中 一 致 有 界 , 故 根据 Arzela-Ascoli 定 
BL, FE g 的 子 列 ， 使 得 ug 在 COM) 中 一 致 收敛 于 某 VE C2(M). Mili u 
满足 
-Au + ru = A(M)u T, Qulu) = A(M). 


最 后 ,由 于 Qulu) = AM) > 0, u #0, 由 强 极 大 值 原 理 , u > 0. 由 Schauder 
第 二 节 ” 共 形 法 坐标 系 


Riemann 几何 中 ,使 用 测 地 法 坐标 系 可 以 极 大 地 简化 局 部 分 析 表 达 . 为 简 
化 Yamabe 问题 的 证 明 ，Lee-Parker [129] 引入 共 形 法 坐标 系 ，conformal normal 
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coordinate charts, 通过 适当 的 共 形 变换 ， 某 个 给 定点 的 Riemann 度量 矩阵 的 行 
列 式 |g| 可 以 充分 平坦 地 接近 1， 这 样 ， 大 大 简化 了 Yamabe 问题 的 证 明 . 
一 、 度 量 张 量 的 估计 


引 理 7.8 [Petrov [168]] 设 (M, g) 是 Riemann AHH, Pe M. 那么 在 书 点 
的 测 地 法 坐标 系 {ot} 下 ， 度 量 和 矩阵 的 行列 式 |g| = det(gij) 有 如 下 展开 : 


lo, 1 o, 
lg) =1- 了 5 2 一 gRr a a 
1 1 1 inj nkl 5 
— (55 Rina + gg him Tehrim 一 TE ZIZ T+ O(r), 


其 中 7 一 |z|, 展 式 中 曲率 张 量 的 系数 均 取 值 于 P. 


WEAR 以 下 估计 中 用 到 Jacobi 场 的 概念 ,可 参阅 173 页 相关 内 容 . 

设 {Uc} 是 忆 点 的 测 地 法 坐标 系 , 在 此 坐标 系 下 , U 5 R 的 一 个 开 区 域 
等 同 . 对 于 国定 的 7, EER”, Hols, t) = tir tsi) EXKI o: RxR >R” 
确定 一 族 由 原点 发 出 的 单 参数 测 地 线 , ys = gs) Ys 是 Yo = tr 的 一 个 测 地 
变 分 , 其 变 分 向 量 场 

X È ġ,(8/Əs)|s=0 = t 


是 一 个 沿 测 地 线 Yo 的 Jacobi 常见 174 页 例 6.1) . kT = ¢.(0/dt), AT = Yes, 
那么 X 满足 初始 条 件 Xh=o = 0，D7 =o = 及 Jacobi 方程 


D4+X = R(T, X)T ( ê Rr(X) ) (Jacobi) 


其 中 Rr) = R(T, )T, RR 是 曲率 算 子 . > f(t) = (X(t), |X(t)), 我 们 来 求 
f(t) 的 Taylor 展 式 . 由 Riemann 联络 的 相 容 性 条 件 (6.1) 及 Jacobi 方程 得 
Drf(t) = 2(Drx, X), 
D4 f(t) = 2(RrX,X) +2(DrX, DrX), 
DÌ F(t) = DÈX, X) + 6(RrX,DrX). 
由 初始 条 件 得 


Drf(0)=0, D+f(0) = 2E, £o, D#f(0) =0. 
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类 似 可 得 
D$f(0) = 8(Rré,£)o, DYf(0) = 20((D-F,)E, €)o, 
Dif (0) = 36((D7 Rr)é, E)o + 82(Rr€, Rré)o. 

因此 , 我们 有 展 式 (可 参阅 Cheeger-Ebin [78] 或 陈 维 桓 等 [220]) 


(Sr = eaten 
“& é)o + SR, ntg “ip, Ri)é,é)o 


© (IR, £o + 2, R£, Rr€)o + O(t). (1.22) 


W tr = r = 2'd;, 并 先后 人 E= ôi tð; 则 由 上 式 (利用 Riemann 曲率 的 对 称 
性 ) 求 得 
1 —. I a 
gpa(Z) = Spq + 3 friar 2 十 g Prija, kT ai gk 
1 2 
+ (zgPriaki + z Rpijm Rakim o2 2"a! + O(rS). (7.23) 
令 (gpa) = expl Apg) H 


1 1 i 
Ap(£) = 3 Ppijat 7 + grija, kT riz" 


1 2 ， . 
十 (zg Ryan + Roim Rari a'ra! 十 O(r5)， (7.24) 
ISA, det(gpq) = exp(tr(Apg)) 具有 引 理 7.8 所 求 的 展开 式 . 证 毕 . 口 


注 记 7.2 由 (7.23) 及 (7.24) 的 导出 过 程 不 难看 出 , |g| 的 z(> 2) Taylor 
展 式 具有 如 下 形式 : 


y—2 
lg] =14+ X co(Rija — Tija)2*e x + O(r’*?) (7.25) 
|a|=0 


其 中 Tija 由 曲率 的 小 于 a MERRIN {Tija} aze 是 TpM 上 的 (k + 2) 
阶 对 称 张 量 的 分 量 . 
事实 上 ,由 (7.22) RA, (E, Ee 展 式 中 的 每 一 项 都 具 如 下 形式 : 
egt*[((DE-*)E, E) + Bel, €)] 


其 中 ck ARR, Bk 是 由 R 的 阶 数 小 于 (k 一 2) 的 导数 所 构成 的 双 线 性 型 ,内 
而 |g| 的 展 式 有 如 (7.25). 
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二 、 共 形 法 坐标 系 
在 适当 的 共 形 变换 下 ， 我 们 将 满足 下 列 定理 7.9 条 件 的 坐标 系 叫做 共 形 法 
坐标 系 或 保 角 正规 坐标 系 . 


定理 7.9 ik Mn 是 一 Riemann 流 形 , 点 Pe M， 则 对 于 任意 v > 2,， 存 在 
M 的 共 形 度量 g, HEP 点 的 某 一 法 坐标 系 (U, xt) 下 


lg] =1+0(r”) (r= |z)). 
woRy>s, 那么 流 形 (1M,g) 在 已 点 的 数量 曲率 RA Weyl KEW 满足 


R(P) = O(r?), —AR(P) = TWP). 


定理 7.9 的 证 明 有 赖 下 列 引 理 . 


引 理 7.10 给 定 Pe(M,g), 设 了 ETS+2(AM) 是 (RE 十 2) 阶 对 称 张 量 . 那 
么 存在 唯一 的 一 个 (十 2) 次 齐 次 多 项 式 f, 使 得 在 g 的 法 坐标 系 {r} F A 
Z g= e210 满足 
Sym(V*" Rij) (P) = T, (7.26) 
其 中 Sym(-) 表示 张 量 的 对 称 化 , VAR; 分 别 是 六 的 协 变 微 分 算 子 和 Ricci 曲 
率 张 量 . 


证 明 在 局 部 坐标 系 {zi} 中 , 将 PP 与 原点 x = 0 等同. iP, 为 z 的 mm 
次 齐 次 多 项 式 构成 的 空间 . 令 F(z) = Rij(z)zizi, FA Taylor 公式 展开 , 得 


天 十 2 ， 
F(z) = $ FY (a)a'a! + Or"), 
其 中 


F(x) = jla Ry Orr € Pm, 


it 
(m — 2) 
上 式 中 采用 了 求 和 约定 , RAN i, j 及 (m — 2) 重 指标 a, |a| = m—2. 用 
FS" (1) 表示 对 应 于 5 的 相应 多 项 式 . 


考察 Ricci 曲率 Ry 的 a 阶 协 变 导数 与 普通 偏 导 数 之 间 的 关系 , 我们 有 


Rija = Oo Rij + Sija, 
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其 中 Sija 是 曲率 Ry 的 阶 数 0< B <a 的 偏 导数 构成 的 多 项 式 . BE, A 
f E€ Pgp’ ğ = ef, 则 对 |a| = 大 有 Sija = Sija- 
又 , 引 理 中 (7.26) 可 等 价 地 写作 (采用 求 和 约定 , |Q| = k) 
lis inj pa 
0 = 5 (Rija — Tija) o g 

= FO (a) + 7 (Sija — Tija) xix) x. (7.27) 

对 于 (k +2) 次 齐 次 多 项 式 f 有 一 个 Euler 公式 
TrIO0f = (F f — taf = (k +2)(k + 1)f, 
依然 ， 因 f 是 (k 十 2) RAKET, (M,g) 上 的 Laplace BF A 与 欧式 
Laplacian Ao 有 下 列 关 系 
Af = Aof + O(r**?), 

然后 应 用 共 形 变换 下 Ricci 曲率 Ri 与 Ry 的 关系 (6.6) 得 


Fee?) (x) = FR?) (x) — zizi[(n — 2)0;0;f + (Aof őz] 


= FR) (x) — (n — 2)(k + 2)(k+ 1) f — 1? Aof. 


现在 定义 算 子 
Lf © Aof + (n—2)(kK+2)(k+ Nf, 


则 根据 (7.27), 引 理 7.10 的 证 明 化 为 寻找 R 上 的 齐 次 多 项 式 1 E Prior 使 得 
Lf = 给 定 的 (k 十 2) 次 齐 次 多 项 式 . 


但 下 列 引 理 说 , 作为 有 限 维 空间 Pry 上 的 线性 算 子 , L: Pepe 一 Prp 可 
逆 ， 从 而 完成 引 理 的 证 明 . 口 


引 理 7.11 线性 空间 Zm LORT rA: Zm Gm 的 特征 值 是 
dj = 2j(n-2+2m—2j), 7 =0, 1, ,[m/2]. 


对 应 于 A; HARE HALA do riy 6) BA, LP y E Pmj 是 调和 多 项 式 
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证 明 当 m = 0 8È m = 1 时 72Ao = 0, 引 理 显然 成 立 , 对 于 m > 2, & 
fe Zm MAE r Aof =Af. 由 Euler 公式, Aof E 多 m_2; 满足 


AAo0f = Ao(r?Acf) 
一 Ao(r?) Aof + Ag 8; Ao f + r? A? f 
= 2nAof + 4(m — 2)Aof + r? A? f, 


因此 ， 

r?Ao(Aogf) = (A — 2n — 4m + 8)Aof. 
这 表明 , (a) MH Aof = 0, 因而 入 =0 而 上调 和 ; (8) 或 者 (和 一 2n — 4m + 8) 
是 算 子 >2Ao 在 Pm- 上 的 特征 值 , 对 应 的 特征 函数 为 Aof. 在 后 一 种 情形 ，f 
可 表示 为 f =A Aof. 最 后 ， 引 理 的 证 明 由 归纳 法 完成 . D 


定理 7.9 的 证 明 ”对 vw > 2 归纳 地 证 明 , 存在 M 的 一 个 共 形 度量 g, 使 得 
在 g 的 法 坐标 系 (U, x) F, det(gi;) = 1 十 O(r"). 注意 v = 2 时 这 个 结论 是 一 
般 法 坐标 系 应 有 的 性 质 . 现 假定 对 于 vw 展 式 成 立 ， 从 而 根据 注 记 7.2 的 (7.25) 
式 , |g| PHI v B Taylor 展 式 取 如 下 形式 : 


lIg=1+ So ca(Rija— Tya)ririz® + O(r’*), (7.28) 


[lal=rv—2 
其 中 Tija 是 TpM 上 某 个 z 阶 对 称 张 量 了 的 分 量 . 


由 引 理 7.10， 存 在 f e Nn， 使 得 在 共 形 变换 5 = efg F, 成立 
Sym(DN-2R; i) = T. Af Av 次 齐 次 多 项 式 , 5 具有 与 7.28) 式 相同 的 展 
式 , 只 是 其 中 Bj 与 工 换 成 了 Reij T. 但 在 fe P, WHR, THT. 故 由 
Sym(D" 了 Rij) = T HEL |g] = 14+ O(r’*?), 这 就 完成 了 |g| 的 渐 近 展 式 的 归纳 
HEM. 

Wier > 5, Wig] =1+O(r5)， 对 比 定理 7.8 中 |g] 的 展 式 ， 我 们 可 知 


Rij = 0, (7.29) 

Rijn + Riki + Reig = 9, (7.30) 
2 

Sym (Ris, + 5 Roiym Roum ) = 0. (7.31) 


IH (7.29) RAN, Rize = Wai (Weyl 张 量 的 定义 见 了 180 ), 此 外 


Rij, kl = Rij, ik = = Rig Rm; + Ry, jkl Pim = 一 0， 
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故 由 (7.31) 得 
0 = (Rij, ki + Reig + 2Rik, jt + 2Ry1,in) zx 
2 
+ 9 (WpijmWpkim + WpikmWpjim + WpkimWpjim 
+ WpjemWplim + WpkjmWptim + WpirmWpjim) t'a’. 


现 缩 并 指标 k,l 注意 Bianchi 恒等式 ( 见 171 页 ), Ry = 2R; UR Weyl 张 
量 的 对 称 性 ， WoikmWokjm = 5 Woikm(Wokjm 一 pmjk) 一 §WoikmWpjkm? Ki 
并 的 结果 为 > 

0= (3R + Rij,kk + 3 Wipkm Wipkm ) xa), 


HA i,j -AR = Ra = LWP. 


最 后 ,由 (7.29), R(P) = Ru(P) = 0. 由 (7.30) 缩 并 得 Rj = 一 2Riji 与 
Bianchi 恒等式 R; = 20 ; 相 加 得 2R; = 0. 定理 7.9 证 毕 . 


注 记 7.3 在 定理 7.9 的 证 明 过 程 中 , 5 的 测 地 法 坐标 系 {r} 不 再 是 9 的 
测 地 法 坐标 系 , 但 由 于 度量 的 共 形变 换 5 = e?fg P f ÆN 次 齐 次 多 项 式 ， 具 
要 作 一 个 变量 替换 Zt = 2? + Olle) 可 使 {27} 成 为 9 的 测 地 法 坐标 系 ， 而 在 
新 坐标 系 下 ，det(5) = 1 + O(N). 以 后 凡 说 到 共 形 法 坐标 系 ， 都 指 的 是 这 
样 的 测 地 法 坐标 系 ， 且 其 中 的 N 充分 大 . 


三 、Aubin 的 定理 


现在 , 我 们 回 到 Yamabe 问题 . 有 了 Lee-Parker 共 形 法 坐标 系 , 我 们 可 以 比 
较 容 易 地 证 明 下 列 定理 ， 


定理 7.12 (Aubin (3]) 设 (M,g) 是 n> 6 维 紧 致 Riemann 流 形 ， 不 处 处 
EHP, 则 和 (M) < AS")， 因 而 Yamabe 泛 通 的 最 小 值 (JM) 可 被 某 个 严格 
正 的 光滑 函数 取 到 ， 而 Yamabe 问题 在 此 情形 可 解 . 


为 证 明定 理 7.12, 根据 定理 7.3 及 其 注 记 ,我 们 只 须 寻 找 一 个 试验 函数 
p E HM), E Ql) < A(S"). EF Qly) = Q(g,~) 由 (07.6) REX. 

因 (M, g) 不 处 处 共 形 平坦 , 故 存在 一 点 Pe M 使 得 (M,9) 在 该 点 的 Weyl 
张 量 (W(P)| 40. 而 由 于 Yamabe 不 变量 A(M) 及 Weyl 张 量 都 是 共 形 不 变 的 ， 
我 们 可 适当 选择 P 点 的 共 形 法 坐标 系 ， 以 简化 分 析 . 根据 定理 7.9,， 存 在 已 点 
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的 具 形 法 华 标 系 (U, a"), 使 得 


gl =14 Olle), R(P) = 0l), -AR(P) = CPP 


在 构造 试验 函数 时 ， 一 个 要 素 就 是 IR” 上 最 佳 Sobolev ARE oA RL PA 


族 . 它们 是 i 
ge(Z) = (e2 + |r e>0. 


在 已 点 的 共 形 法 坐标 系 {D x} 中, 设 Bos CU 是 以 P 为 中 心 26 为 半径 
(WER, 取 一 光滑 截断 函数 mm, 0 < m < 1， 使 得 


n(z)=1, z€ Bs; nr)=0, ce M \ Bos. (7.32) 


现 购 造 试验 函数 ue 如 下 


nla) 
Ue(x) = (24+ PoCo (7.33) 


我 们 将 应 用 下 列 定理 完成 定理 7.12 的 证 明 . 


引 理 7.13 在 定理 7.12 的 条 件 下 ， 存在 常数 cn > 0, 使 得 当 < 一 0 时 ， 


| S(1— cn|W (P) et + o(e*)), n>7 
Que) = (7.34) 
S(1— cn|W (P) e*l loge] + O(e*)), n= 6. 
因而 对 充分 小 的 正 数 = 有 Q@Q(uc) < S. 
证 明 SUE 7.13 是 如 下 估计 的 直接 推论 : 
2 Voy]? e2-” + o(f7”), n>7, 
[Vull = , (7.35) 
I[Vorb||5 7” + O(1), n= 6. 
luc = WIR ee" Fol), n>6. 7:36) 
. —¢,|W(P)\?e" (1 + o(1)), n> 7, 
| Ruz = (7.37) 
` — eh |W (P)|?[ loge] + O(1), n=6. 


Thc > 0 ERR Vo 表示 及 ”上 的 梯度 算 子 . 
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(7.35) 的 验证 . RATE 
一 Voldz 一 (1 十 B(z))dz， B(x) = O(|z|* ). 


因 we 在 Bs 内 径 向 对 称 ，|Vwue(x)| 在 Bs 外 有 界 , 我 们 有 


f uav = f VousPaa + f B|Voue|?dx + O(1) 
M Bs Bs 


根据 57 页 的 (2.21) 式 , 我 们 有 


J [Voue dz = ||Voyl|ž e27" + O(1). (7.38) 
. Bs 


“n= TH, |8(z)| < Clzl8%2， 因 而 
~ 2) 
f, [8| |Voue| dz < cf! - ezker -|z| Pdz 
(e2 + JJ?” 


— C'e(13-2n)/2 [ |x|! dz = o(e®"), 
Jre (1+ [a|?)” 


tke n > 7 IN AL (7.35). 
“4n=6IN, We |B(x)| < Clal®, 因而 


J, |B] |[Voue| dz < cf at aa ||? dar 


, f dz 
<o f 二-o0) 


lie“ n = 6 HEE (7.35). 
(7.36) 的 验证 . 


J Yav = f, inst (1+ PB)dr +001) 


ny... f dz 
I, Jue| dz Í, (22 + [rly O(1) 


dz 
= Je EFIE TOM 
= wie" +001), 


我 们 有 估计 
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NI |B(z)| < Cla, 所 以 


。 5d 
f Moans [SEES +00) 
Bs Bs ( 


E? + |x|?)” 


-f A + O(1) 


E2 + |a|?)" 
= Ce” + O(1) 
从 而 uc = lelg (1 + Olè) 更 有 (7.36). 


(7.37) 的 验证 .在 己 点 的 共 形 法 坐标 系 {Ur} F Al R(x) = 
O(|z/?), RE P AEAU TF Taylor Rest, 


R(2) = FRye'e? + O(a), 
WF AR(P) = Ru. 如 同 前 文 反 复 所 用 的 手段 ， 我 们 有 
f Riu.|?dV = J uP Ryaade f |e|?yda + O(1). (7.39) 
JM 2 JB; l Bs 


其 中 ?(z) = Offel’). X uel? Æ Bs 中 是 径 向 对 称 函 数 ， 利 用 对 称 性 不 难看 出 


f uel rizidz = 0, HiFi, 
Bs 
; 1 
| Ue 2(z2)2dz 一 :|/ lue| lz]? da, 
Bs n J Bs 


| lue Rizzi da = ann) | lee |?|a|? dz. 
Bs n J Bs 


Isl AR(P) = (—-1/6)|W(P)/2, 由 上 式 及 (7.39) 得 


az 
1 


P)/? 
f Rluel*dV = _IWA) 五 十 五 +O()， (7.40) 
M 12n 


其 中 


n= | plz2dz， n= | luel2|y]der. 
Bs Bs 


DUNI n > 7A n = 6 两 种 情况 分 别 给 出 五 和 五 的 估计 ， 
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HÉ, S2n>7h, RNA 


lz? dæ zl2dz 
h= f, (e? + |x|2)"—? 人 (e2 + 四 加 2 十 O(1) 


故 


2 
h= con | i + O(1) ê Kne®” + O(1). (7.41) 
R” 


接 下 来 估计 五 . n> 7t, 可 设 |y(x)| < Clzl52， 这 时 


Clzl5/2dz 1 — 
I< = O(c /OHE—n) 7.42 
? > Ja (E? + |x|?) ? (e ) 042 


故 当 nn 之 7 时 , 由 (7.40) 一 (7.42) 得 估计 (7.37), A cm = Kn/(12n). 


情形 二 ， 当 nn 二 6 时, RNA 


lzl2dz f sr7 dr 1 , 
n=/ e fp SAT jl O(1). 7.41 
i 上 rapa, Garry slosel+ 0) OA) 


在 估计 Ig 时 , 我 们 设 jy(z)| < Clas. Aln=6, 我 们 有 


3 
ns | Cle dz <f Cdz = O(1) (7.42') 
B B 


5 (6? + |x?) s læ’ 
由 (7.40) 及 (7.41). (7.42)! 得 估计 (7.37), H. ch = ws/144. 口 


第 三 节 GREEN 函数 及 其 渐 近 展开 
在 共 形 法 坐标 系 下 ， 共 形 Laplace 算 子 的 Green 函数 及 其 渐 近 展开 ， 人 在 
Yamabe 问题 的 解决 中 具有 特殊 重要 性 . 


Yamabe 问题 最 重要 的 情形 是 口 强制 的 情形 , 在 本 节 的 讨论 中 , 我 们 始终 
假定 共 形 Laplace 算 子 口 强制 , 或 者 等 价 地 ，Yamabe FEE AM) > 0. 
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一 、Green 函数 
我 们 知道 , ÆR” E, Laplace 算 子 Ao 具有 一 个 Green 函数 cnr2 ”, 其 中 
Cn = [(n — 2)wn-1] 1 在 分 布 意 义 下 满足 
—Ageyr?—” = 0p. 
其 中 wni 是 Sol 的 体积 . 对 于 紧 致 流 形 (M, 9) 上 的 强制 算 子 (-A +h), 也 
有 类 似 的 结论 . 
命题 7.14 设 (Mg) Xn > 3 维 紧 致 Riemann AW, hh 是 M 上 的 光 


wh RF (- 信 十 hh) 强制 ， 则 对 于 每 个 点 P CM, FAG RK 
Gp € C%(M \ {P} 满足 


(-A+h)Gp = 6p, Gp > 0， 
其 中 dp 是 Dirac 测度 . PRAYER P Gp(Q) = cnr2 "(1+ 0(1)). Gp 
叫做 算 子 (A +h) Æ PM Green BH. 
Z., Green 函数 的 渐 近 展开 


在 共 形 法 坐标 系 下 , O = 一 人 十 的 Green 函数 Gp 的 正则 部 分 在 奇 点 P 
具有 良好 的 表现 . 以 下 记 G(x) = (n 一 2)wn_1Gp(z), 仍 称 作 Green 函数 . 

定理 7.15 设 (jM,g) Xn 二 3, 4,5 维 紧 致 Riemann 流 形 , 或 n >> 3 维 共 
形 平坦 的 紧 Riemann 流 形 ， 共 形 Laplace 算 子 口 强制 . 那么, 在 共 形 法 坐标 系 
下 , 口 在 已 点 的 Green A% G A o FAAARA: 


G=r?"+4A+a(z), (7.43) 


其 中 4 为 常数 ，a(zZ) = O(7r)， 当 n= 3 或 M 局 部 共 形 平坦 时 ，a € C29: ¥ 
n=4if œ = r? (p, +qlogr)+ ao 当 n 二 5 时 Qa 二 7r-3(pa 十 ps) 十 Qo 这 里 
Dk 表示 天 次 齐 次 多 项 式 ，ao € C28, Be (0, 1). 


注 记 7.4 根据 下 一 目 将 要 介绍 的 广义 正 质量 定理 ，(7.43) 式 中 的 常数 
4>0. 4=0 当 且 仅 当 M 共 形 等 价 于 标准 的 单位 球面 S" ( 见 定 理 7.20) . it 
证 这 一 结论 是 下 一 目的 主题 . 


定理 7.15 的 证 明 设 {zi} 是 PP 点 的 共 形 法 坐标 系 . 由 于 r = |z| 仅 是 
Lipchitz KA, 取 非 负 径 向 光滑 函数 h 使 得 在 Bs = {x : |x| <ô} A kr) =1, 
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在 Bos 外 Pr)= 0. 这 里 26 是 PP 点 的 射影 半径 . $ H = h(r)r?”. AA 4 
对 称 , RATA (A p.175 页 (6.5) 式 ) 
AH = AoH + H'(r)0, log Vig] 
~hAor " +0, 0€ Gy. 

v 可 取得 充分 大 , 只 要 |g| =1+ 00r”) P v 取得 充分 大 . 这 里 及 以 下 Ce 表示 
玉 阶 以 下 导数 均 在 P 点 为 零 的 全 体 C* AM, Go 表示 直到 大 阶 导 数 均 为 零 的 
全 体 OP 函数 . 

因为 在 分 布 意义 下 -cnhAor2-" = bp, FREAK O RWU G =H +8 Ih 
Green 函数 ,就 归结 为 求解 方程 

oð = 0 — kH. (7.44) 

根据 定理 7.9, S = O(r?), 因此 KH = O(r4 7). 故 一 般 来 说 , 方程 (7.44) 中 的 
KH 在 PP 点 含有 奇 性 . 分 两 种 情况 讨论 . 

(a) THR n=3 2M 局 部 共 形 平坦 . 

当 n = 3 时 , KH = O(r), 所 以 SH e C!~°, 根据 Schauder fil, 方程 
(7.44) 有 唯一 解 惠 < CP, Green 函数 G = 互 二 更 具有 定理 所 要 求 的 展 式 . 

当 M 在 PP 点 附近 局 部 共 形 平坦 时 , 可 取 共 形 度 量 g 使 得 它 与 欧 氏 度量 相 
ll, Bl gy = 6ij, 在 了 点 附近 恒 有 «二 0. 方程 (7.44) 的 右 端 属 于 Ce. Alli © 
属于 C”. 

(8) 情形 n=4 或 5. 

寻找 方程 (7.44) 的 一 个 具体 形式 的 渐 近 解 亚 , EG OW + eH CC’, B > 0. 
这 样 方程 (7.44) 转化 为 


oO(®-W)=6, 6 €C. 
根据 椭圆 方程 的 Schauder 估计 ， 上 述 方程 有 唯一 解 理 一 更 < C2. Green 函数 
RIKAG=H+V4(6—-WV), 那么 G 在 P 点 的 渐 近 性 质 就 体现 在 下 上 . 


试探 方程 (7.44) 形 如 r2-"wy 的 渐 近 解 ， 使 得 在 已 点 附近 有 Or?) 二 
rn E Ga, 等 价 地 


rr Ore) + rr € CnB- (7.45) 
为 计算 方便 , 将 上 式 转 化 为 R* 上 的 表达 式 . 记 Ky = (A 一 Ao)w， 则 


Ky =ð ( (g — 6%)0;%), (7.46) 
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`- 再 记 Le = -72Aow + 2(n 一 2)x!B1w， 再 注意 Blog V9 = O(r%), W (7.45) Ñ 
可 表示 为 
Ly tr (k + ry + Kp) € Garg. (7.45') 
Hn =5, 注意 到 k= Olr?) WR = dats: Wk E Pk Æ k RAKE 
项 式 , 应 用 Taylor ER, 将 属于 G 的 项 甩 到 右边 ， 则 上 式 等 价 于 
Ly + ba + bs E€ Ge, bk © Pk, (7.47) 
这 里 我 们 用 到 了 如 下 事实 
Ku =0((g7 -67)0%) € Ge, VY E Fx; 
r?S = ba + bs + 6o, HEF pk € Fk; 


我 们 注意 ， 当 限制 于 A, 之 上 , WL = —r?2Ao + 2k(n — 2). 现在 n= 5, 
取 We Pas Ws E As 分 别 使 
Lya = (—An + 24)U4 = —b4, Wa © Pa, 
Lys = (一 Ao + 30)ws = —bs, Y4 € Pa. 
这 总 是 可 以 实现 的 ， 因 为 根据 引 理 7.11， 对 于 n = 5 来 说 ，r2Ao + 24K 
r? Ao + 30 分 别 在 24 及 As 上 可 道 . KAT y = ya 十 Ws 可 使 (7.45) WIL. 


当 n 二 4 时 , 在 A, E, L= -rA t16, 根据 引 理 7.11, LANA. 我 
们 不 能 指望 有 Lyg = -六 成立. 但 因 工 在 有 限 维 空间 2, LAA, 我 
Nl Aq = imL O ker L. 将 bg 分 解 为 一 04 = Lpa +q HP Lag = 0. 党 试 
w=patqalogr, IEF p4, oa € P4. 


直接 计算 得 
L(qalogr) = —6q4 + (Lga) log r. (7.48) 
从 而 知 方程 Lw = -ba ARE Y = pa 一 (1/6)qalogr. WS FIX y, 容易 验证 
rS- bE Cag, PSY E Cr,, 
rKy = CALCH — 63)0;Y) E Cap, 
结合 Ly + ba = 0 EB 
Ly +r’ (r+ ry t+ Kd) € Cig. (7.45") 


最 后 , 由 于 在 M —-{P} E. OG = 0, 根据 极 大 值 原理 G > 0， 从 而 也 证 明 
了 Green 函数 的 存在 性 . 口 
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三 、 渐 近 平 坦 流 形 

本 目 肯 在 了 解 广义 正 质量 定理 如 何 与 Green 函数 的 渐 近 展 式 发 和 后 联系 . 

1. 球 极 投 影 . 

设 (Mn,9) 是 光滑 紧 致 Rieman 流 形 ，Yamabe 共 形 不 变量 AM) > 0. 
“we PeM, GEP AH Gren 函数 . 在 M = MAN\{P} 上 定义 度量 
g = G4/(-Dg, 我 们 将 (M9) 及 其 自然 映射 + : M\{P} 一 M 一 起 称 作 
(M, g) 的 球 极 投影 . 

球 极 投影 流 形 (M, 9) 的 数量 曲率 R= 0, AW k= G-2r/-2DG = 0. 球 
极 投影 流 形 上 还 有 一 个 特别 的 几何 结构 , 称 作 渐 近 平坦 ， 

记号 : 我 们 说 了 = O'(p*), 如 果 f= O(p*) H Vf = O(p*-}); 车 进 -- 步 还 
有 V2f = O(p*-?), 则 说 f = O'(p*). 

定义 7.1 i (Nn, g) 是 光滑 Rieman 流 形 ， 称 (N,g) 为 了 阶 渐 近 平坦 ， 如 
果 NN 一 NoU Noo， 其 中 No FR, Noo PREF R 去 掉 一 个 n IKA Bp 
且 在 Ns。 上 存在 渐 近 坐标 系 {yi},， 即 在 坐标 系 {yi} F EÉ p= yl > oo 度 
量 和 矩阵 满足 Jij = Ôij 十 O” (|y|~7). 

渐 近 平坦 的 概念 , 表面 看 与 渐 近 坐标 的 选择 有 关 , 但 实际 上 渐 近 平坦 结构 
只 取决 于 流 形 的 度量 ( 见 Lee-Parker [129]) . 

回 到 (Mg) 的 球 极 投影 (M,9). 设 {zi}g 是 书 点 的 共 形 法 坐标 系 ,定义 
共 形 反 演 法 坐标 : y =r 2s, rr 一 人. p= lyh 我 们 有 

d/dy' = pP? (bij — 2p °y yi), 
Hid y = rG, 那么 在 反 演 坐标 系 {yi} 下 , 度量 的 分 量 
93 (y) = 374 2)p4g(818 8918g1) 


= OD Sip — 2p yy) (67 — 2p yy) gr (p y). 


因此 ĝis (y) = OTP (5:5 + O' (0). 


特别 ， ao M 在 P 点 局 部 共 形 平坦 ， 则 G3 (Y) = bij 因此 ， 在 n = 3, 4, 5 或 
M 局 部 共 形 平坦 的 情形 , 由 G 的 渐 近 展 式 , 得 到 如 下 > 的 渐 近 展 式 


y) =1+ Ap?" + O"(p'™). (7.49) 
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在 共 形 反 演 法 坐标 系 下 , 9(y) 有 如 下 渐 近 展 式 
a 4 -n HA 一 
ua) = (1+ -340 )65+O (p*) (7.50) 


其 中 上 = (n—1) 如 果 M 局 部 共 形 平坦 ,其 余 情形 < = min{n 一 1, 2}. 这 样 ， 
我 们 实际 上 证 明了 如 下 


定理 7.16 当 n = 3 时 度量 一 阶 渐 近 平坦 ， 当 n 一 4, 5 时 度量 8 二 阶 渐 
近 平 坦 ， 当 JM 在 P 忆 点 局 部 共 形 平 坦 时 , 度量 9 为 (n 一 2) 阶 渐 近 平坦 . 


2. 广义 正 质量 定理 . 

广义 相对 论 模拟 现实 世界 为 一 个 赋 Lorentz 度量 g 的 四 维 时 空 流 形 X. 其 
中 度 规 张 量 g 扮演 两 个 角色 , 一 个 是 动力 学 的 , 度 规 决定 白 由 落体 的 轨迹 ， 贡 I 
测 地 线 . 其 次 , 度 规 张 量 满足 所 谓 Einstein 方程 , 根据 这 个 方程 , 物质 的 分 布 直 
接 决 定 了 引力 场 . 在 局 部 坐标 系 下 ，Einstein 方程 写作 


1 
Rij = 5 Rag = Tij 


其 中 , 度 规 张 量 充 当 传统 引力 理论 中 引力 势 的 角色 ， 能 动量 张 量 Ty KATIE 
统 力学 中 的 质量 密度 . 

Einstein 方程 最 著名 的 解 是 Schwardchild 度量 ， 它 描述 由 -: 个 具有 质量 m 
的 静态 点 粒子 (黑洞 ) 产生 的 引力 常 它 是 R4 的 一 个 奇异 Lorentz 度量 ， 当 时 间 
身 定 为 常 时 ,对 应 的 三 维 超 平面 是 一 个 一 阶 渐 近 平 坦 的 三 维 流 形 . 在 适当 的 浙 
近 坐 标 系 下 ，Schwardchild 度量 具有 如 下 渐 近 展 式 


gij = (1+mp 1)6 + 0(p°?). 


Einstein 方程 更 现实 的 解 应 当 模 拟 引 力 系 , 比如 双星 系统 . 物理 于， 人 们 预 
计 ， 从 遥远 看 , 它 的 引力 场 应 当 与 点 粒子 所 产生 的 相似 . 因而 , 时空 X, g) 应 
当 是 渐 近 Schwardchild MJ, 类 空 超 曲 面 (N,g) 应 当 是 浙 近 平坦 Riemann 流 形 . 
ARTIE, Einstein 方程 的 解 - - 般 都 在 渐 近 平坦 流 形 上 讨论 . 

1960 年 ，Arnowitt, Deser 和 Misner 在 系列 文献 [24-26] F, XILGA 
系统 做 了 详尽 研究 . 他 们 首先 选择 ART = ER i E A ee i, HE 
Einstein 方程 写成 此 起 始 曲面 的 演化 方程 (这 与 后 来 R. Hamilton 引进 的 Ricci 
流 有 类 似 之 处 ). 分 部 积分 后 ， 他们 发 现 了 一 个 守恒 量 , 在 渐 近 坐标 系 {y} 下 


第 7 章 YAMABE 问题 .215- 


m(g) = — jim f pdy, (7.51) 
— 00 SR 


其 中 Sp 是 Riemmann 流 形 (N,g) 上 半径 为 RMR, w R3 《以 后 讨论 广 
义 正 质量 定理 时 为 R”) 上 标准 单位 球面 So 的 面积 , 而 /是 Noo 上 的 所 谓 质 
量 密度 向 量 常 其 定义 为 

u = (6:9i; — Oj9ii) 9). 


这 守恒 量 在 Schwarzschild 时 空 , m(g) =m. 于 是 , 他 们 得 出 结论 , 守恒 量 m(g) 
就 是 孤立 系统 的 总 质量 . 公式 (7.51) ER ADM 所 给 质量 的 定义 . 注意 , 这 个 
定义 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 . 

Arnowitt, Deser 与 Misner 进一步 猜想 ， 时 空中 类 空 超 曲面 上 上 所 测 质量 是 非 
负 的 ,而 且 只 当时 空 为 “ 空 ” 时 质量 才 为 零 . 对 于 任意 物理 上 的 时 空 , 其 度 规 必 
须 满足 Einstein 方程 , 方程 中 的 能 动量 张 量具 有 物理 的 合理 性 , 因此 , 现实 物理 
模型 中 的 能 动量 张 量 须 满足 某 种 正 值 性 条 件 , 叫做 dominant energy condition. 
根据 Einstein 方程 , 这 变 为 Rici 曲率 的 正 值 性 条 件 , 特别 , 对 于 时 间 分 离 的 时 
Z X = Ns x R, 这 相当 于 要 求 N 的 数量 曲率 R 此 时 代表 局 部 质量 密度 ) 非 
负 . Ak, ADM 下 质 量 猜想 的 情形 之 一 便 是 : 

正 质量 猜想 ik (N,g) 是 渐 近 平坦 的 三 维 Riemann 流 形 ， 如 果 其 数量 曲 
# Ry 非 负 , 那么 由 (7.51) 式 定义 的 ADM 质量 m(g) AER. m(g) = 0 当 且 仅 当 
(V,9) 等 距 同 构 于 标准 的 欧 氏 空间 RY. 

事实 上 ，Armowitt, Deser 和 Misner 发 现 m(g) 只 是 代表 总 能 动量 的 守恒 向 
量 的 第 一 个 分 量 . 假如 系统 从 远 距 离 看 行为 像 相 对 论 性 的 点 粒子 , 则 这 个 能 动 
量 向 量 就 应 该 是 类 时 的 . 他 们 猜想 的 - : 般 形 式 叫 正 能 量 猜 想 . 这 个 一 般 性 猪 想 
基本 .上 等 价 于 上 述 正 质量 猜想 ([180]). 

在 四 维 黎 曼 流 形 上 ，(7.51) 的 积分 也 出 现在 物理 中 . Stephen Hawking 在 其 
重力 量子 化 的 欧 氏 作法 中 建议 用 渐 近 平坦 的 四 维 黎 曼 流 形 取 代 时 空 流 形 ,， 然后 
量子 化 它 的 度量 . 考虑 作为 渐进 平坦 度量 g 的 泛 函 


B(g) = A(g) + m(g), 


其 中 A(g) 是 Einstein-Hilbert 作用 量 一 一 纯 量 曲率 的 积分 . B(g) 的 临界 点 满 
足 真 空 时 的 爱 因 斯 坦 方 程 . Gibbons-Hawking-Perry [105] 经 过 分 析 这 个 作用 量 
B(g), 认为 , 假如 对 零 数 量 曲率 的 g 有 Blg) > 0, 则 有 可 能 导出 一 个 合理 的 好 
行为 的 量子 引力 理论 , 这 使 他 们 有 如 下 猜想 ; 
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EAR B (N,g) 是 一 个 渐 近 平坦 的 四 维 Rieman 流 形 ， 其 数 
SWEAR, 则 Big) > 0; 又 等 号 成 立 当 且 仅 当 (N, g) 等 距 同 构 于 带 标准 欧 氏 
度量 的 Rt 

正 作 用 量 猜想 结果 是 后 来 广义 正 质 量 猜 想 四 维 版 本 的 一 个 简单 结论 . 

正 质量 猜想 自问 世 经 过 20 SEN RE, 期间 有 许多 各 种 版 本 的 正 质 量 定 
理 ，1979 年 , R. Schoen 和 丘成桐 在 他 们 的 系列 文章 [178-181] 给 出 所 有 这 些 猜 
想 完 整 而 严格 的 证 明 . 之 后 不 久 ，Edward Witten 对 正 能 量 定理 给 了 一 个 简单 的 
证 明 ( 见 Witten [211] 及 Parker-Taubes [164]). 

尽管 正 质量 定理 源 于 广义 相对 论 , 但 它 表 达 的 完全 是 关于 三 维 渐 近 平坦 
Riemann 流 形 中 的 事实 . 这 些 猜想 或 定理 , 推广 到 nn > 3 维 Riemann 流 形 就 称 
之 为 广义 正 质量 猜想 或 定理 . 

下 面 的 定理 7.17， 是 广义 正 质 量 定理 的 一 种 (IL Schoen [176] Æ% -4h 
[237]). 我 们 说 f = O”(p*), WR f = Ol) VF = Ot), UR V2f = 
O(p**). 

定理 7.17 (广义 正 质量 定理 A) 7% (Ng) 是 (mn 一 2) 阶 的 渐 近 平坦 流 形 ， 
且 在 渐 近 坐标 系 中 有 

Jij = (1+ AP) bij + hij, hij = O"(0"™), 
其 中 4 为 常数 , p = ly. WAKEH R>0, REL'(N,g), 则 A>0, 4=0 
当 且 仅 当 (N,g) 等 距 同 构 于 欧 氏 空间 R”. 


这 个 定理 与 Green 函数 的 渐 近 展开 很 密切 , 但 n = 5 时， 紧 致 Riemann 
流 形 (M, 9) 仅 为 二 阶 渐 近 平坦 . Lee-Parker [129] 通过 仔细 考察 Schoen-Yau 
[178-181] 及 Witten [211] 等 正 质量 定理 的 证 明 , 给 出 一 个 一 般 形 式 的 广义 正 质 
莉 定 理 ,， 即 定理 7.19. 

为 便于 叙述 Lee-Parker 定理 , 我 们 需要 加 权 H6lder 空间 的 概念 ( 见 P187 ), 
并 用 g © Mr 表示 N 上 满足 下 列 条 件 的 Rieman 度量 的 集合 


g E M, => Jij 一 bi € Ch (Noo) 


其 中 0< a<1. 
引 理 7.18 (Lee-Parker [129]) 设 (N,g) Æ n > 3 维 渐 近 平坦 Riemann À 
g 而 不 依赖 于 渐 近 坐标 的 选择 ， 
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定理 7.19 (广义 正 质量 定理 B) (Ng) Xn >3 维 渐 近 平坦 Riemann 流 
形 ， 并 且 对 于 某 个 了 > (n 一 2)/2, 度量 gE Mn 如果 (N,g) 的 数量 曲率 RAF 
Rh, 那么 它 的 质量 m(g) 非 负 ，m(g) = 0 若 且 唯 若 (NN,g) 等 距 同 构 于 具 标 准 度 
量 的 欧 氏 空间 R”. 


证 明 见 Lee-Parker [129]， 也 可 参考 原文 Schoen- Yau [178-181] 给 出 . D 


经 过 这 些 准备 , 现在 可 以 给 出 与 Yamabe 问题 直接 相关 的 一 -个 定理 , 也 可 
认为 是 正 质量 定理 的 另 一 个 版 本 . 设 (Mn;,9) 是 紧 Riemann 流 形 , W {ri} 为 
某 点 已 e M 的 共 形 法 坐标 系 ， 设 (M, 9) 是 (M, g) 在 极点 已 处 的 球 极 投影 , 共 
形 反 演 法 坐标 zi = -2zi，p = |z|. 在 这 些 记 法 下 , 我 们 有 


定理 7.20 BKn=3,4,5RXn>3H (Mg) PPE, WRATH R, 
EA, N(M, 9) HAE mG) = 4(n 一 1)4 > 0 A=0 4 HRY (Mg) 等 距 同 
构 于 标准 球面 S”. 这 里 A A Green BX (7.43) 中 的 常数 . 


证 明 在 定理 的 条 件 下 , Ri 三 0, 这 是 因为 , &=GP/" AG = 0. Hh 
定理 7.16 H FEED T > (n 一 2)/2, 使 得 g E€ Mr. 因此 质量 m(g) 有 定义 
(这 一 点 也 可 通过 以 下 论证 得 出 ). 

在 给 出 m(9) 的 表达 式 之 前 , 我 们 注意 ,如 果 在 无 穷 远 $ 足够 平坦 ， 比 如 
说 (n — 2) BE A, 则 由 o 的 渐 近 展 式 


A 4 一 H —T 
9:5 (Y) = (1 + -m4 ") bis + O"(p'~7) (7.50) 
以 及 质量 的 定义 
mg) = 5 sin f, (0:91; — 0;9:)0;_\ dy, (7.51) 


直接 验证 可 得 m(9) = 4(n 一 1)4. 对 于 定理 的 几乎 所 有 情形 , 7 = n — 2 都 成 
立 ， 只 在 m 一 5 时 = 2. 这 一 不 足 , 主要 是 jy 不 具有 良好 的 渐 近 性 质 ,克服 
困难 的 思路 是 , 将 质量 定义 (7.50) 式 中 的 张 量 p 转化 为 用 表达， 因为 根据 
(7.49) 式 , 7 有 良好 的 渐 近 性 质 . 在 S, E, 


0; Jdy = Pty dwp = p WO |dy, 


aol, 23 、 、 
m(g) = — lim A (oy y iĝi — Onis) Ok | dy. 
p 
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Op = plyti 于 是 gop = G(Op, Op) = Py y Gag» BM 
Pp Sop = PY Oks 
上 式 两 边 用 09, 求 微分 , 并 在 右边 所 得 结果 中 继续 应 用 上 述 关 系 , 我 们 有 
Oppo = Py y y" ODOR (7.52) 
S n È yy ĝi Ok_jdy， 则 这 个 (n — 2) 次 外 微分 式 满足 
dn = (yty aifi — PY Oj + Y ĝa — ny Oj Ok dy 
由 Poincaré 恒等式 d?n = 0, 在 B, 上 应 用 Stokes 公式 得 
L (yty ipy — VY iik + y" pu — nyl Guz) Ok dy = 0. 
HERK (7.52) 式 , 质量 公式 变 为 
m(g) = : m, s, Op (Gop 一 ĝi) +p (ndpp 一 Gi) dwp. (7.53) 
在 共 形 反 演 法 坐标 系 下 ,gop = 7/07, |g] = 02 = 1+ O(P). 因而 
nðpĝpp = 7 "YO, log |ĝl, 
HF ĝ E Mr BANG log |g] = log ĝa + Olo% ), OnGi = O'T), 于 是 
NOpGop = di + Olp”). 


两 边沿 径 向 从 p 到 无 穷 远 积分 ， 并 注意 在 无 穷 远 处 nbop = n = ĝu Ë 
Gp = Oi + O(P). 又 Dopop = jpY + O(P), 这 样 (7.53) BH 


= 
(1 =n) im f Brdu 


m9) = oy, fm, 
根据 (7.49), (y) = 1 + 4p + ON(p'-), RAE m(G) = A(n — 1)A. 

最 后 ,根据 广义 正 质量 定理 B, 4 > 0, HA=0 4AM (M, 0) 等 距 同 
构 于 标准 欧 氏 空 间 R”, 即 (24, 9) 等 距 同 构 于 标准 的 n 维 球面 S7. m 
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四 、Schoen 的 定理 

现在 我 们 终于 到 了 最 后 解决 Yamabe 问题 的 阶段 . 考虑 Yamabe 问题 中 未 
被 Aubin 定理 涵盖 的 两 种 情形 ; 情形 一 , n >6 且 (AM,9) 局 部 共 形 平坦 ; 情形 
=, 3 < n < 5. 

定理 7.21 (Schoen [176]) 7% n t Riemann 流 形 (M, 9) 不 共 形 等 价 于 标准 
单位 球面 (Sm,g0)， 并 且 满足 下 列 两 条 件 之 一 ， 

O n>3 (Mg) 处 处 局 部 共 形 平坦 ; 或 者 

Gi)3<n<5. 
则 A(M) < A(S”), 因而 Yamabe 泛 函 的 最 小 值 AM) THREAD EAE HH 
数 取 到 ， 而 Yamabe 问题 在 此 情形 可 解 . 


为 证 定理 7.21， 根 据 定 理 7.3 及 其 注 记 ， RN RMS RPK 
p € HHM). 使 得 Q(w) < AS). 我 们 假设 A(M) > 0,， 即 口 强制 ， 奋 则 
A(M) <0 < AS")， 问 题 已 经 解决 . 在 构造 试验 函数 时 ， 第 一 个 要 素 仍 是 最 佳 
Sobolev 不 等 式 的 极 值 函数 ,我 们 取 


2 


nh 


E 2 
pe (2) = (symp) ) 
W Siigell = |Veell5- 我 们 注意 be 满足 
Ap. = n(n- ER P. (7.54) 
HORRI Veel? = n(n 一 2)l9ellN, 或 表达 为 
lol? = (n(n ~ 2)) 5， (7.55) 
构造 试验 函数 的 男 -一 要 素 是 Green 函数 及 其 渐 近 展 式 . 设 已 < M，, 不 妨 设 
{U, zj 是 点 书 的 共 形 法 坐标 系 , 以 已 为 奇 点 的 Green 函数 G(z) 有 如 下 渐 近 
展 式 
G(x) = 1zZ 2 十 4 二 a(z)， (7.56) 


其 中 a(x) = O(|z|). 在 定理 7.21 的 条 件 下 ,如 果 口 强制 , 那么 根据 广义 正 质 
量 定理 ，4 > 0. 
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Schoen 的 试验 函数 定义 为 
ge(zZ)， ZE Bs, 
ue(£) = $ co(G(x) — n(z)a(z)), z€ Bos — Bs (7.57) 
eo G(x), xz € M — Bos. 
其 中 (a) 是 (7.32) 定义 的 截断 函数 . 取 so < 6 使 得 
全 as 


X K RIRE u Æ |x| = 6 处 连续 ， 因此 u & M 上 的 Lipschitz 函数 ， 故 
Ue E H!(M). 定义 


E(u) = f (vu + akluP)av, 


为 证 定理 7.21, 显然 只 须 证 明 下 列 引 理 . 
引 理 7.22 在 定理 7.21 的 条 件 下 , 设 共 形 Laplace 算 子 口 强制 , 则 对 于 由 
(7.57) 定义 的 试验 函数 we， 成 立 
E(ue) < S\\uel|; — (n — 2)wn_1 Ae? + cde?, (7.59) 
其 中 A >> 0X Green AX (7.56) 中 的 常数 ，c> 0 是 与 6 及 6 无关 的 常数 . 
我 们 分 两 种 情形 证 明 引 理 7.22. 在 以 下 论证 过 程 中 , 简 记 ue := u. 


1. 情形 一 (MM, g) 局 部 共 形 平坦 . 
在 此 情形 ， 可 选取 共 形 度量 ,不 妨 就 是 9， 使 得 在 P 点 的 法 坐标 系 {a} 
bs gy = y. 因此 对 于 适当 小 的 6 > 0, 在 Bos 内 数量 曲率 R= 0. RNE 


f (|Vul? + aRļu}?)a V 
M\Bs 


= J BlIVGP +aRc?)av + J e4(|V(na)|* — 2VG- V(na)) de. 
M\Bs Bos\Bs 
由 于 wa = Olz). Va = O) F |V(na)| < C. 此 外 ， 由 (7.56) 可 
知 , [WG] = O(a) ERE mA AIRA < c6e2， 故 


J (Vu +arlu)av < J liver + aRG?)aV + cde 


M\Bs M\ Bs 
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GEM —{P} hii -AG +aRG =0, 由 分 部 积分 得 
f (VG)? + aRG?) dV = -f G(d,G)ds, 
M\Bs OBs 
从 而 


hs (\Vul? + aR\ul?)aV < 一 sz f, G(0,G)ds + c6e?. (7.60) 
5 6 


AM, 在 Bs ER=0, 故 
f (|Vul? + aR\u|?) dV =f [Vol dz. 
Bs Bs 
根据 (7.54), 利用 分 部 积分 得 
2d7 一 N 
I, |voclj dz = n(n — 2) 人 | 闯关 dz 十 Ja, Pelðrpe)ds 


现在 对 上 式 右 端 第 一 个 积分 进行 估计 , 利用 等 式 (7.55), 我 们 有 


[lent ae = (J. jel”) (/ ie) 


< |IGellN luli = (nn — 2))* Sully. 


所 以 
f, (uP bartuP)av < silt f dcldelds asn 
Bs OBs 


这 样 ， 由 (7.60) 及 (7.61) 得 


E(u) = f, (\Vul? + aRu?) dv 


< Slul + cbe? + 有 (4<(0,¢e) 一 cgG(6-G) ) ds. (7.62) 


在 |x| = 和 处 有 


edG(0.G) 一 —(n — 2)e? (55-27 + A8!” 十 oe"), 
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IHX A (7.58) 得 


ebpe (OGe) = —(n — 2G (08? +246" + o(6")). 
因此 


f (b (Arde) — eG (ðG) ds < -(n — 2)wn_1Ae? 十 c6e?, 
J 9Bs 


E(u) < Slully — (n — 2)wn_1he? + cde. (7.63) 
内 (M, g) 不 共 形 等 价 于 S, 由 定理 7.20, 4 > 0, 又 6 可 以 充分 小 , (7.63) 说 明 
Q(u) < S = A(S”). 
2. 情形 二 3<n<5. 
我 们 仍 取 情 形 (a) 的 试验 函数 4. 但 现在 gig = bij 不 再 成 .在 也 ISIE 
法 坐标 系 {at}, 中 ， 


gij = 6 + Olr?) [gl = 1+ OX), R= O(r?), 


SEAT 中 的 佑 计 加 以 修正 . 我 们 有 


f (\Vul? + aRlul?) dV = / <3(IVGP + aRG?) dV 
M\ Bs 、 
M\Bs 


+e% J (iVine)? —2VG-V(na) + aR(7?a? — 2noG) ) dV. 
Bag\ Bs 
IH loa = Olr) Va = O11), 有 |Vya)| < C, UR dV = (14+ O(r*))da, 
tHE 4 WL 


J (\Vul? + aRjul}’)daV < / Ei (|VG]? + aRG?) dV + cded. 
M\ Bs M\ B5 

W dw X OBs 上 由 度量 g 诱导 的 面积 元 素 ，ds 为 OBs 上 的 欧 氏 面积 元 素 ， 

W dw = S|glds, 此 外 OBs 的 单位 外 法 向 量 为 B. E GEM - {P} 上 满足 

-AG +aRG = 0,， 由 分 部 积分 得 


J (YG? +aRG?JaV =- | G8,.6) vigds, 
M\Bs OBs 


(7.64) 
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取 天 充分 大 , Wh (7.64) 得 


J (|Vu]? + aR]u|?}d V < — f e§G(OrG) ds + coed. (7.65) 
M\ Bs OBs 
这 个 估计 与 (7.60) 相同 . 其 次 , 利用 R = Olr?) 可 得 
f aRu*dV = f aR¢?dz + O(66 "e2). 
Bs J Bs 
于 是 对 于 K 充分 大 ， 
Í (|Vul? + aRjul?)dV < | [vol da + cded (7.66) 
Bs Bs 

类 似 于 (7.61) 的 推导 , 我 们 有 

f (\Vul? +aRlul?)dvV < Shull + f VAGE ALE (7.67) 

Bs . OBs 

FH (7.66) 及 (7.67) 得 


Blu) * J, (\Vul? + aRu?) dV 


< Sllullt, + côe? + Í (#-(0,¢0) 一 =iG(8.G)】 ds. (7.68) 
JOBs 
这 与 (7.62) 完全 相同 ， 因 而 与 情形 :~ 的 证 明 完 全 相同 ， 对 于 充分 小 的 5 太 


co <5, BATH Qu) < A(S”). 
A., Yamabe 问题 的 完结 
根据 Aubin 定理 及 Schoen 定理 ，Yamabe 问题 得 到 彻底 解决 . Ak ah Le 
定理 7.23 (Aubin-Schoen Œ) i4 (M,g) 是 n>3 维 紧 致 Riemann 流 形 ， 
则 存在 与 g 共 形 等 价 的 度量 8， 使 得 的 数量 曲率 为 常数 . 
在 证 明 Yamabe 猜想 的 过 程 中 , 我 们 实际 上 也 证 明了 Aubin 猜想 . 


定理 7.24 (Aubin 猜想 ) 任何 n> 3 维 紧 致 Riemann 流 形 M， 如 果 不 共 


形 等 价 于 标准 球面 S"， 则 其 Yamabe 不 变量 AM) < A(S”). 


SNE 设 定 共 形 数量 曲率 


设 (M, 9) 是 一 n > 2 4 Riemann 流 形 , 给 定 M 上 一 光滑 函数 R, 本章 所 
关心 的 问题 是 : 

是 否 存 在 与 g 共 形 等 价 的 度量 5 5 ~ g， 使 得 5 的 数量 曲率 恰好 是 R? 

因 维 数 m = 2 及 > 3 对 应 不 同方 程 , 处 理 问题 的 手法 、 结果 也 不 相同 . 


第 一 节 ”二 维 情形 


设 (M, 9) 是 二 维 紧 臻 Rieman 流 形 , R JRA EHE. 给 定 M 上 光滑 函 
KR, 问 是 否 存在 共 形 等 价 的 度量 f e [g], HAG 的 数量 曲率 等 于 R? KE 
度量 写 为 9 = e*g， 则 这 一 问题 等 价 于 求解 方程 ( 见 180 页 (6.8) 式 ) 


_Au 十 R= Re 在 M 上. (8.1) 


对 于 二 维 流 形 ， 因 为 截面 曲率 完全 由 数量 曲率 决定 (R = 2Ri212) Bei 
率 是 二 倍 的 Gauss 曲率 ， 故 数量 曲率 具有 很 强 的 拓扑 意义 . 这 一 点 可 由 下 询 
Gauss-Bonnet 公式 看 出 ( 见 陈 - 陈 [222], Aubin [5] 及 陈 - 李 [220]): 

f RAV = 4rx(M), (8.2) 


其 中 y(M) 是 M 的 Euler-Poincaré HER. 注意 , 对 于 二 维 有 向 流 形 来 说 , 我 
们 有 x(M) = 2(1 — gen(M)), 其 中 gen(M) 是 其 亏 格 . Au Æ (8.1) 的 解 ， 在 
M 上 积分 (8.1) 得 

| Retav = Anx(M). (8.3) 


上 式 正 是 (M, g) 的 Gauss-Bonnet AX, 这 是 因为 ğ 的 体积 元 dV = eurdV ( 关 
于 体积 元 , 见 第 177 页 ). 我 们 将 按 x(M) < 0, = 0, > 0 三 种 情形 讨论 . 
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因 问 题 只 与 流 形 的 共 形 等 价 度量 有 关 , 在 讨论 问题 (8.1) 时 , 根据 单 值 化 
定理 , 可 选择 共 形 度量 g, 使 得 9 的 数量 曲率 R= Const.. 

一 、 情形 x(M) <0 

在 此 情形 ， 由 (8.3) 知 ， 要 使 问题 (8.1) AM, RUME M 的 某 些 点 取 负 
值 . 我 们 有 

定理 8.1 (Kazdan-Warner [124]) 设 (M,g) 是 二 维 紧 Riemann 流 形 ， 满足 
x(M) <0, #ROFR<O, 则 问题 (8.1) 有 且 仅 有 一 解 u€ C%(M). 


证 明 用 上 下 解 方法 (关于 上 下 解 方法 的 理论 ， 见 钟 承 牵 等 [258]). 首先 ， 
因 y(M) <0, 由 Gauss-Bonnet 公式 (8.2), HAR <0. 记 


~ 1 ~ a ; 
ity = y; J Rav. ( Vy 是 (M, g) 的 体积 ) 
H RE OF R<O8, Ro <0. MHF R- Rot (M, 9) 上 的 积分 为 零 ,方程 
—Ay = R — Ro 


有 解 pz e C%(M). $u = ap +b, 将 证 明 对 于 常数 a, b > 0 充分 大 , we 
(8.1) 的 上 解 . 确实 , 我 们 有 
—Aū + R -— Re = R- aRo — R(ew? 一 a), 


先 取 一 个 常数 a > 0, 使 得 RR 一 aRo > 0， 然 后 选择 > 0 充分 大 ,使 得 
esPtb a>, 此 时 上 式 右 端 为 正 , 而 有 


-Aŭ + R> Re®*, (8.4) 
EI a Æ (8.1) 的 上 解 . RER c > 0 充分 大 , EG R < Re, Su=—c, 则 
-Au + R< Ret, (8.5) 


Bil u i (8.1) 的 下 解 . 进一步 , 取 c 再 大 一 些 , A a—-u=-apt+b+e>0. 由 
上 -下 解 方 法 的 理论 知 , (8.1) FE u c C%(M), Husu<at. 

WwW v Æ (8.1) Ft) a HF Wy s= u-v. 在 2 的 最 大 值 点 已 , 有 -Ap(P) >0， 
而 由 二 y WE -Ay = Re“(1—e7%), 从 而 p(P) < 0. 类 似 地 , 在 ov 的 最 小 值 
HQ, 8 o(Q) > 0. 这 导致 p =0. o 
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二 、 情形 x(M)=0 


在 这 种 情形 , 问题 有 完整 的 解答 . 首先 Berger [38] 得 到 一 个 充分 条 件 ， 而 
后 Kazdan-Warner [124] 证 明 这 一 条 件 也 是 充分 的 . 


因 我 们 取 R= Const.. 在 此 情形 ， 由 Gauss-Bonnet 公式 (8.2), R= 0, 而 
方程 (8.1) 写 为 
—Au= Re" EM E. (8.6) 


定理 8.2 (Berger-Kazdan-Warner) ik (M,g) 是 二 维 紧 Riemann 流 形 , 满足 
X(M) =0, R) RE Cee 是 某 个 共 形 度量 的 数量 曲率 (方程 (8.6) 有 解 ) 的 充分 

必要 条 件 是 : RF R=0 RH REF ARE 
[Rav <0. (8.7) 


证 明 必要 性 ， 设 以 是 (8.6) 的 解 , 27 RAO, H (8.6) 知 , u # Const., Jf 
是 根据 (8.3) 知 , 有 R 必定 变 号 . 用 e™ FE (8.6), 积分 , 分 部 积分 得 


f Rav = -f e™"|Vul?dV <0. 
M M 


充分 性 ， WÈ R=0, AI u= 0 是 问题 (8.6) HR, He RAO. 我 们 将 
用 变 分 法 讨论 问题 (8.6). + 


1 
J(u) = 5 f \wuPay, u E oA 


其 中 
of ={ueH(M): {kerdV = of. 


因 有 条 件 (8.7), of 非 空 . 现 考虑 极 值 问题 4 = infycy J(u). Bu, E€ HHM) 
是 4 的 一 个 极 小 化 序列 , 令 vk = ux 一 üp 其 中 


1 


是 wk 的 平均 值 , 则 up E g H J 了 (v4) = J(ux). 由 Poincaré 不 等 式 , lokjlp < 
cJ(vk) W {vp} Æ HM) FER, 因而 存在 一 个 子 列 w; € HM) 中 弱 收 敛 
于 wp, 由 ,的 下 半 弱 连续 性 ，J(o) < lim .J(v;) = u. 根据 定理 6.9 (第 185 WL), 
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映射 H?! > um et c L ERK, RNA 
0= im | Fev av = | Reavy, 
3 


Mpew, 而 有 Jo) = 4. p40, 否则 与 条 件 (8.7) 矛盾 . 根据 Lagrange 乘 数 
法 , 存在 常数 和 ,使 得 
一 Ap = Re? 


两 边 同 乘 以 er” 并 积分 , BAS RAV <0, 这 说 明 入 > 0. Su=y+logr, WM 
u Æ (8.6) 的 一 个 弱 解 . 依照 靴 带 法 ， 获 得 的 正则 性 . 口 


Z=. 情形 x(M)>0 

对 于 二 维 紧 致 维 流 形 M, 若 x(M) > 0, 则 只 有 两 个 可 能 , 一 个 是 球面 S? 
(x = 2), 男 一 个 是 实 射影 平面 RP? (x = 1). 标准 球面 上 的 共 形 数量 曲率 问 
题 , 叫做 Nirenberg 问题 , 我 们 将 专门 讨论 . 这 里 只 讨论 标准 的 实 射影 平面 RP? 
的 情形 . 

标准 的 实 射 影 平 面 及 P?, 通过 等 同 标准 球面 (S?, go) 上 的 对 径 点 得 到 ， 其 
数量 曲率 R= 2, 体积 六 = 2x. 此 时 方程 (8.1) BH 

—Au+2= Re" 在 及 P2 上 . (8.8) 


EE Re C% 是 某 个 共 形 度量 的 数量 曲率 , 由 (8.3) f ReMdV = 4r, HRY 
在 某 些 点 取 正 值 , 而 下 列 定理 表明 , 这 也 是 充分 条 件 . 

定理 8.3 (J. Moser [152]) RP? 上 的 任何 光滑 函数 ， 只 要 在 某 些 点 取 正 值 ， 
必 是 某 个 共 形 度量 g € [go] 的 数量 曲率 . 


证 明 定理 证 明 的 关键 是 应 用 Moser-Aubin 不 等 式 . 讨论 极 值 问 
wl: u= inf{y(w ueg}. 这 里 
1 


Ju) =5 [ Vuřav +2 f udV, 
2 JRP? RP? 


wh que M: J Retay =ar}. 


A 关 AW sup È > 0. 对 于 任意 we Hi(RP?), $= (2r)! fudV, 由 推 
论 6.12 得 ， 
f eav < Cexp (BollVull? +a), (8.9) 
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其 中 Bo = 1/167. 于 是 ,对 于 we 好 ， 


Ar = J Revav < (sup Rj f eav < Cexp (Ball Vull +ü), 


上 式 取 对 数 ， 记得 Bo = 1/16r, V = 2m, 我 们 有 
fuav 2 -a/aivul - c, 
因而 
J(u) > (dvu 人 一 C，Vue 好 . (8.10) 
因此 是 有 限 数 . 
设 {ui} C A 是 4 的 极 小 化 序列 ， 即 lim J(uj) =u. 由 (8.10) 知 , |V] 


FL. 这 一 事实 及 J(u) KERER tll < Const. AF, 从 而 {u} Æ H 
中 有 界 . 这 样 , 我 们 可 抽 得 一 子 列 {uj}, 使 得 


wp EH P, ydg €L 4, 
由 映射 H? 3 ure ex © L 的 紧 致 性 (185 页 定理 6.9), RIJE 
4r = lim | Rev a = J Reay, 
2 


Mee wd. 由 ,7 的 下 半 弱 连续 性 ，J(Pp) < limJ(wy) =p. AA ui Pa, 
5 
J(y) =u. 因此 , 存在 Lagrange RA 和 ,使 得 
一 Ap 十 2 一 ARe”, 


两 边 积分 得 入 = 1, 因而 yp 是 问题 (8.8) 的 一 -个 弱 解 , 依 就 带 法 , yp © C™. 


第 二 市 ”高 维 情形 


本 节 讨论 的 问题 是 : AE n > 3 维 Riemann 流 形 (M, 9) 上 一 个 光滑 函数 
所 , 问 是 否 存 在 共 形 度量 5 [9], 使 得 总 恰好 是 9 的 数量 曲率 ? 我 们 曾 多 次 提 
到 , 如 果 将 共 形 度量 写作 9 = urg, 那么 这 个 问题 等 价 于 求解 非 线性 方程 


—Au + ku = Ku", u>0 EM E, (8.11) 
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其 中 N = an, K = TT yk RE (M,9) 的 数量 曲率 ， K = R. 


因为 我 们 是 在 共 形 等 价 类 [9] 中 求解 问题 , 根据 我 们 对 Yamabe 问题 的 认 
W, 在 写 方程 (8.11) 时 当然 选 基准 度量 g, 使 得 g 极 小 化 Yamabe 泛 函 (7.3)， 因 
人 而 R, k = Const.. 


注意 ， 如 果 BERERE g e [gj 的 数量 曲率 , 则 K 是 共 形 度量 AG 
的 数量 曲率 . 我 们 将 按 Yamabe 不 变量 ACM, g) ( 见 193 页 ) 的 符号 展开 讨论 论 . 

一 、 情形 A(M,g) <0 

在 这 种 情形 , rc < 0. 容易 证 明 , 此 时 问题 (8.11) 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 


f KdV <0. (8.12) 
M 


确实 , Wu AE (8.11) 的 正解 , 用 u 乘 方程 两 边 ,， 积 分， 那么 便 得 (8.12). 因 
此 天 必 在 某 些 点 取 负 值 . 


定理 8.4 (Aubin) 设 (M,g) Æ n > 3#% Riemann 流 形 , HX A(M) <0, 
如 果 在 JM EK <0, 则 问题 (8.11) 有 且 仅 有 一 解 人 e C™(M). 

证 明 取 常 数 a > 0 充分 小 , 取 5(> oa) 充 分 大 , Mu=aku=b#z (B11) 
的 一 对 下 、 上 解 . 因而 问题 (8.11) FERE u cC”, Hasud<b. 

ME PEAY (EES HIRE K < 0 下 获得 , 其 证 明 与 定理 8.1 的 证 明 类 似 . o 


我 们 要 问 , 在 定理 8.4 中 , 是 否 允 许 K A 定义 


T pean) rae 


WEN = 0, 则 定义 入 = 00. 我 们 有 
定理 8.5 (Aubin) 设 k<0, 设 MM 上 的 光滑 函数 友 BRK Z0, l 
(a) 问题 (8.11) 有 解 的 必要 条 件 是 


=K < À; (8.13) 


(B) 如 果 K <0, MAH (8.13) 还 是 问题 (8.11) 有 解 的 充分 条 件 ; 


(y) 在 条 件 (8.13) 下 ,存在 只 依赖 于 K 的 常数 C, 使 得 当 supK < CH, 
问题 (8.11) A AR. 
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证 明 ”结论 (a) 的 证 明 BEN O N 的 有 限 个 连通 分 支 为 Q1… Rm 
它们 都 是 带 边 流 形 ，-A E HE) 上 的 第 一 特征 值 和 > A, JP EL 
A= min{Xi :<i<mm}， 不 妨 设 和 1 = 和 其 相应 特征 函数 为 p， 即 


-Ap=A》Xp，p>0 729; 上 ，olan; = 0. 


用 反 证 法 完成 结论 (a) 的 证 明 . 假定 -< > dr, 而 问题 (8.11) 有 解 D. 选择 y 使 
得 更 > yp, 并 且 至 少 在 OQ ARM pe =o. EQ E, K= Kt, 我 们 有 


—A(®—y) = KtB Nl kG — \ọ > 0, 


又 在 OQ, 上, 更 > 0= y. 根据 极 大 值 原理 , 在 Q1 内 下 >y, 这 与 在 Qi 内 某 
点 p = o 的 假设 矛盾 . 

结论 (3) 的 证 明 这 是 结论 (7) 的 特殊 情形 . 

结论 (y) 的 证 明 写 K+ =ef, 其 中 了 > 0 是 任 一 满足 ff-.K- =0 的 本 
数 , 不 妨 设 sup f = 1. 需 证 : Ieo > 0 使 得 0 <e < so 时 , OF K =ef—K-, 
问题 (8.11) AAR. 

因 充 分 小 正 数 是 问题 (8.11) 的 下 解 ， 故 只 须 找到 (8.11) 的 - -个 上 解 . 

WN 的 一 个 邻 域 WwW, 使 得 -A 在 HW) 上 的 第 一 特征 值 ww 满足 ， 
一 kK < Aw < à. HN 的 紧 致 性 , W 具有 有 限 个 连同 分 支 ，W; (l<i<m). % 
Qi > 0 是 一 人 A 在 Ho(Wi) 上 第 一 特征 值 u 的 特征 函数 ， 

—Agi = midi 在 Wi 上 ,WBilaw,=0. (~r < ui) 


取 连 通 邻 域 Wi» 使 得 w; C W;, E. NOW; C Wi. 现在 ， 取 - AS EHF IE EA A Q, 
使 得 在 wi; E o = pi. Sti=ad, 将 证 明 , 对 于 a 适当 大 , 及 ge 适当 小 , a Heigl 
题 (8.11) 的 一 个 上 解 . 
Æ M -Uwi E, K < 一 n<0. 因 NN >2, 故 对 于 a 充分 大 , 成 立 
—a(Ad + Kp) > —n(ad)*~! > K(ag)™ -1, 


取 定 这 样 一 个 a. FE wi E, b= gi 对 于 so > 0 充分 小 , 当 0 <e < so 时 将 和 有 
—a(Ag + Kb) = a( 让 十 站 丰 >sj(a 的 > > Kap), 


IA a = ad 是 问题 (8.11) 的 一 个 上 解 . 口 
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二 、 情 形 A(M, 9) > 0 

在 这 种 情形 , < > 0, ME s= 0 5HR AM) = 0. 

WR «> 0, 则 问题 (8.11) 有 解 的 必要 条 件 是 K ERE ABEM. 

men =0, AA K AConst., 易 见 ,此 时 间 题 (8.11) 有 解 的 必要 条 件 是 


Kes, H {Kdv <o. (8.14) 


1. 一 个 判 据 . 
我 们 将 用 变 分 法 讨论 . GRIER, Vid Bk Sobolev 常数 为 S = 4 n(n 一 


Dw”. 今 


J(u) = Vul? 2 dV, 8.15 
(u) =f {IvuP + wu} (8.15a) 
讨论 极 值 问题 
w(K) = int {J(u): u € W}, (8.15b) 
其 中 
W = {ue HM): f Kla" =1). (8.15c) 


AE sup K > 0, W FES. 


我 们 指出 , 当 AM) > 0 时 , ZAF sup K > 0 AA uK) > 0. ACM) = 0 
时 , 条件 (8.14) 也 保证 了 uK) > 0. 因此 , 泛 函 JEW 上 的 临界 点 , 经 过 拉 
{H Lagrange 常数 ， 对 应 问题 (8.11) 的 解 . 


定理 8.6 ik (1M,g) 是 n > 3 维 Riemann AY, 具有 恒 常 的 数量 曲率 
R>0, M 上 的 光滑 函数 K 满足 sup > 0， 如 果 R= 0 则 进一步 假设 KK 满 
Æ (8.14). 2 
2-n 


0 < u(K) <A ê S{sup K] (8.16) 


如 果 w(K) < A, Rl pK) 的 任 一 极 小 化 序列 在 H) 中 相对 列 紧 ， 因 而 uK) 可 
RES ue wW 取 到 ， 因 而 问题 (8.11) 有 解 . 


注 记 8.1 定理 8.16 将 问题 (8.11) 解 的 存在 性 化 归 为 ， 寻 找 试验 函数 
u E W, 使 得 T(u) <A. 


证 明 1° 设 KK 在 点 Pe M 取 最 大 值 Ko = supK, 则 |VK(P)| = 0. 
EA P 的 测 地 法 坐标 系 {a} F, K = Ko + Olja), RAWAM ue 如 
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(7.10)， 那 么 , 仿照 引 理 7.2 PANE ACM) < ACS") 的 证 明 ， 可 获 证 不 等 式 
u(K) <A. u(K) > 0 的 证 明 放 在 第 2° 步 末 . 


2° 设 ws € W 是 极 值 问 题 (8.15b) 的 一 极 小 化 序列 ， 即 
[Vul + slul = w(K) + 0(1), u €W, (8.17) 


往 证 {wi} 在 HM) 中 有 界 . 如 果 A > 0, HR (8.17) 4, {u} 在 H1(M) 
中 有 界 . 在 < = ORIG, 只 须 证 明 jlwsljl。 AR. 用 反 证 法 , 假定 有 子 列 使 得 
wllz £ 8 > œ Foy = BF ub 则 wjl2 = 1 E 81D 4 Vo; > 0. 
故 有 子 列 {0m} Æ L P, €L PR ae KAF vo £0, 于 是 vm 在 M 上 的 平 
均值 Um > c > 0, 由 Poincaré 不 等 式 及 Sobolev KALE, ||um — m|| 一 0， 
因此 , Ilum 一 ell 一 0 这 导致 


f Kevav = lim | KoNav = lim By” f Klum AV =0 


与 条 件 (8.14) 矛盾 . 因而 {u} 在 HM) 中 有 界 . 


3° 现 证 w(K) > 0. 确实 , 当 A(M) > 0 时 , w(K) > [sup K]-2/N \(M) > 0. 
4A(M) = 0 时 , 也 有 jy(K) > 0. 不 然 的话 , uK) = 0, 由 (8.17) 知 ， 存 在 
非 负 函数 列 {us} CW, 使 得 上 yuill。 一 0. 依 第 2° 段 的 论证 ， 存 在 子 列 使 得 
ij > ey A |lu; —elly 一 0. 因此 


1 = J KrwlNav > f KleNav, 


与 条 件 (8.14) 矛盾 . 


4° 假定 (8.16) 成 立 严格 不 等 式 J(K) < A， 往 证 {u} 4 HIM) 中 有 收 
敛 子 列 . 现在 , 抽取 {wi} 的 子 列 {wj}, 使 得 wj Sue AP, uj Out VP? 
P, wj Su fe Mb. $8; =u; u Wolle 一 0, 须 证 上 v0;||z 一 0. 


由 (8.17) 得 
[Valls + VGN? + «llull? = p(K) + ol1). 
由 uK) 的 定义 , 我 们 有 


AB)( 人 Km] < Wu + sel, 
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故 由 以 上 两 式 得 

MEO ( f Kn)’ + vo < AK) +00), (8.18) 
另 一 方面 , 根据 Brezis-Lieb 引 理 , 我 们 有 

1 一 f Ku gN = f Klul™ + fre +o(1), 

注意 到 N > 2, 我 们 有 

1< (frun) + [sup K]? oills + o(1), (8.19) 
应 用 最 佳 Sobolev 不 等 式 ( 见 182 页 Hebey-Vaugonse # 6.3), 

N13) < 51701 + o(1), 
H LRA (8.19) 得 
1< (flu) + NV + 00), (8.20) 
将 (8.20) 式 两 端 乘 以 w(K) GER w(K) > 0), 结合 (8.18) 得 
[1 — w(K)/A]||VO;l\5 < off). 

S j= o, Al p(K) < A, BANA ||VO;||3 — 0. 口 


2. \(M) = 0 的 情形 . 


定理 8.7 (Escobar-Schoen [95]) 7% (M,g) Æ n > 3 维 Riemann 流 形 ， 处 
处 局 部 共 形 平 坦 , 数量 曲率 R=0 M 上 的 光滑 函数 瓜 满 足 (8.14),， FAK A 
其 某 个 最 大 值 点 处 ， 具 (n 一 3) 阶 平坦 . 在 这 些 假设 下 ,问题 (8.11) TA. 


“n=3 eK 4 IN, (M, g9) 的 平坦 性 假设 可 以 去 掉 , 而 K 的 平坦 性 条 件 则 上 自 
动 满足 , 在 此 情形 ,定理 8.7 给 出 了 最 佳 结 果 . 

BS DE CX Yamabe 问题 情形 Schoen 定理 的 证 明 (参见 219 MHA A), 就 
可 证 明定 理 8.7. 而 适当 修改 Aubin 定理 的 证 明 , 可 以 得 到 下 列 结 果 : 
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定理 8.8 (Aubin-Hebey) 设 (M,g) Æ n > 6 4 Riemann AW, 数量 曲率 
R=0. 4M LM KH BRK 满足 条 件 (8.14), 并 且 在 K 的 某 个 最 大 值 点 P 
ke, Weyl KE |W(P)| AO. 则 问题 (8.11) 在 下 列 两 种 情形 可 解 : 
(a) 4n=6%, AK(P)=0; 
(8) 当 n > 6 时 , AK(P)=0 E A?K(P) =0. 
3. \(M) > 0 的 情形 . 
定理 8.9 (Aubin [3]) 设 (M,g) 不 共 形 等 价 于 标准 球面 ， 则 存在 一 个 常数 
k>1, 使 得 对 于 任意 光滑 函数 K, RERA 
0 < sup K < kinf K, (8.21) 
那么 K 就 是 某 个 共 形 度量 的 数量 曲率 . 
证 明 根据 Aubin 猜想 (定理 7.24), (M,9) 不 共 形 等 价 于 标准 球面 ， 意 味 
着 Yamabe 不 变量 A(M) < A(S) = S. 因 所 取 基 准 度量 g 极 小 化 Yamabe YZ pf 
(IL 192 页 (7.3) È), PTA 
dV 
A(M) = Q(g) = ty nay 
(Ju dV) 
取 正 的 常数 c e W 作 试验 函数 (OW 已 由 (8.15c) 定义 )， 
fy redV 


inf K] F \(M) 
(fu KA dV) 


J(e) = 


an < | 


= [sup K /inf K}? AM)lsup K]? 


因 A(M) < S, 存在 充分 接近 1 的 常数 kk > 1, WE k/NNMM) < S. 故 当 (8.21) 
WER, J(e) < A = Slsup K]-2/%. 应 用 定理 8.6, 推 知 问题 (8.11) TA. o 


定理 8.10 (Escobar-Schoen [95]) 设 n> 3 维 Riemann 流 形 (M,g) 不 共 形 
等 价 于 标准 球面 ，M 上 的 光滑 函数 玉 满足 supkK > 0. 如 果 下 列 两 条 件 之 一 
满足 : 或 者 (a) n= 3; 或 者 (8) n > 4,， (Mig) 局 部 共 形 平坦 ， 且 在 K 的 某 个 
RAMS Pe, KH (mn — 2) 阶 平坦 ; 则 五 是 某 个 共 形 度量 的 数量 曲率 . 


当即 = 4 5 了 时, 关于 流 形 局 部 共 形 平坦 的 条 件 可 去 掉 . 
上 述 定理 的 证 明 依 然 可 通过 修改 Yamabe 问题 的 Schoen 定理 的 证 明 得 到 . 
同样 ,修改 Aubin 定理 的 证 明 , 可 以 得 到 以 下 结果 : 


- 236 - 变 分 法 与 临界 非 线 性 


定理 8.11 (Aubin-Hebey) 设 (M,g) 是 n> 之 6 维 Riemann 流 形 ， 数量 曲率 
R>0. K €C™?(M)#X sup K >0, 并 且 在 KK 的 某 个 最 大 值 点 忆 处 , Weyl 
KE |W(P)| 关 0， 则 问题 (8.11) 在 下 列 两 种 情形 可 解 : 

(a) 4n=6%, AK(P) = 0; 

(8) 当 n >6 时 , AK(P)=0, AAK(P) =0. 


第 三 节 ”Nirenberg 问题 


在 1960 FARR, L. Nirenberg 提出 一 个 问题 : 给 定 标 准 二 维 球面 (S?, go) 上 
”个 光滑 函数 f, E R=2+ef (e 可 以 充分 小 ) 是 否 为 某 个 共 形 度量 5 e [go] 
的 数量 曲率 ? 

若 将 度量 9 写作 g = e*go，Nirenberg 问题 等 价 于 求解 方程 ( 因 尽 = 2, 此 
时 方程 (8.1) 写 为 ): 


-Au +2 = Re ESL 上. (8.22a) 


我 们 也 可 在 标准 ” 维 球面 (S7, go) LIEH Nirenberg 问题 . 高 维 Nirenberg 
问题 古 : 给 定 n > 3 维 标准 球面 S 上 一 个 光滑 函数 R, 问 RR 是否 为 某 个 共 形 
度量 9 E [go] 的 数量 曲率 ? 这 个 问题 等 价 于 在 S 求解 方程 

—Au + ku = Ku !l,u>0 ESE, (8.22b) 


IEP s = jn(n — 2), K = gR. 我 们 假设 sup K > 0, 这 是 问题 (8.22b) 有 
解 的 必要 条 件 . 

Nirenberg 问题 (包括 高 维 情形 ) 的 困难 之 处 在 于 , 标准 球面 (S", go) 是 唯 
一 的 n 维 Riemann 流 形 , 其 中 所 有 自身 到 自身 的 共 形 变换 构成 的 集合 非 紧 . 这 

-论断 历史 上 叫做 Lichnerowicz 猜想 , 由 Lelong-Ferrand [131] 证 明 . 

如 果 试 图 用 变 分 法 , RARR RP? 上 问题 (8.8) 的 办 法 来 解决 问题 (8.22a)， 
就 会 发 现 , 由 于 S? 的 体积 为 4r, 无 法 得 到 极 小 化 序列 的 有 界 性 . 另 - -方面 , 问 
rl (8.22a) 的 可 解 性 存在 着 实质 性 的 障碍 ，Kazdan-Warner 障碍 . 

同样 ， 上 一 节 所 用 的 变 分 法 , 不 再 适用 于 现在 的 Nirenberg 问题 . 一 方面 ， 
根据 定理 8.6, (K) < A, 其 中 (KK), A, W 等 已 由 (8.15) €X. 另 一 方面 ， 


o. J (Vu? + re) dV 
COT (Faas) 


> [ sup K] ~?/N A(S”) =À, 
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所 以 w(K) = A， 故 定理 8.6 不 适用 于 Nirenberg 问题 . 同时, 若 K Æ Const., 
WW jy(K) 不 能 被 达到 . 确实 ， 


f KielNav < [sup K] J lel dV, VpeEw, 
因而 J(~) > w(K). ERER, JAW 上 车 有 临界 点 ,必然 是 非 极 小 临界 点 . 
与 二 维 情形 相同 ,问题 (8.22b) 的 可 解 性 也 存在 Kazdan-Warner 障碍 . 


一 、Kazdan-Warner 障碍 
我 们 知道 ，(Sn, go) E -A 的 第 一 特征 值 Ay = n, 对 应 的 特征 函数 构成 
(n +1) 维 线性 空间 F. th = (£1, engi) AR 上 的 标准 坐标 ， 则 zlsr 
(1 < 和 i 人 nn 十 1) 构成 三 的 一 个 基底 , 按 L 内 积 互相 垂直 . 


1. Kazdan-Warner 障碍 (二 维 情形 ). 
定理 8.12.(Kazdan-Warner [123]) 设 以 是 问题 (8.22a) 的 解 ， 则 


J (Vo: VR)e dV =0, voyef. (8.23) 
g2 


证 明 首先 , 由 (8.22a) 式 得 , R= e-"(—Aut 2), 用 梯度 算 子 作用 两 边 得 

VR= e “V(—-Au) — (—Au + 2)e™" Vu, 
将 上 式 与 eVo 在 切 空间 上 作 数 量 积 , 积分 ( 略 去 体积 元 素 ) 得 

[Se vie =~ /vo Vau-2 /vu ve [(anvu ve 
- [ve vau= [avau=2[vp-vu 
Alp 的 二 阶 协 变 导数 Vijp = guy, 使 用 符号 Vi, VI 等 ( 见 181 页 ), 我 们 有 
- [(auyvu ‘Vp = fre V(Vu- Vy) 
= [viewing + J ViuVnpViu 


= 3 | VilivuPyvie— fglvu = 0. 
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定理 8.12 证 毕 . 口 


Kazdan-Warner 障碍 提供 了 许多 这 样 的 函数 及 ， 它 们 不 能 是 (S*, go) 的 某 
个 共 形 度量 的 数量 曲率 . 例如 , 设 y z0 Æ -A 的 第 一 特征 值 Xi = 2 的 特征 
PMC, 则 R= 2+ ef 不 可 能 是 任何 共 形 度量 的 数量 曲率 . 

确实 , 设 R= 2 十 ey 是 某 个 共 形 度量 5 = e*go 的 数量 曲率 , 据 (8.23), 我 
们 将 有 0 = f, Voed, ZERENA. 


2. Kazdan-Warner 障碍 (高 维 情 形 ). 


定理 8.13 (Kazdan-Warner [123]) 设 久 是 问题 (8.22b) 的 解 ， 则 对 于 任意 
PEF, RŽ 
/ (Vy: VR dv =0. (8.24) 


证 明 可 参照 定理 8.12 的 证 明 完成 . 


例 8.1 pe, RHEL B13, BRK = 1 十 eg 不 是 任何 共 形 度量 
g € [g] 的 数量 曲率 . 


3. Aubin 的 非 线 性 Fredholm 型 定理 〈 二 维 情形 ) . 


定理 8.14 [Aubin [4]] 设 f Æ S? 上 的 光滑 函数 ,满足 [| fdV>0, MA 
HERE F, 使 得 问题 (8.22a] 对 于 R= f—h AA. 


证 明 用 变 分 法 证 明 . 令 
J(u) =3 vuPav +2 f udV, 
2 S2 S§2 
讨论 条 件 极 值 问题 j = inf (J(u): we BS, 其 中 
B= fu €H!: J fetav = 87, J zerav = 0). 
BN, BAO. 取 常 数 1/32r < 8 <1/16r, H Aubin 不 等 式 (6.19) 得 


/ear < C(B)exp (BYVul2 +a), Vue@, (8.25) 
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$b a Æ u MEW a= (4rj-1 udV. 我 们 有 
8r = J terav < [sup f] pew < Cexp (6||Vullf +a), 


上 式 取 对 数 , 注意 VV = 4r, 我 们 有 
J uav > -Auk - c, 
因而 
J(u) > (+ — 878)||\VulZ -—C, Vuez. (8.26) 

因 (去 — 816) > 0, AI u EARM. 

设 {uz} CBR u RDM, BI lim J(u) = p. 由 (8.26) %1, || Vusll2 
有 界 . 这 一 事实 及 J(u) 的 有 界 性 隐 舍 ulg < Const. AF, 从 而 {us} Œ At 
HAR. 应 用 Kondrachov 定理 及 定理 6.9, 可 抽 得 一 子 列 {uj}, 使 得 


uy AH, ue ELP, e Ser HEL, 


mye B. 由 J 的 小 半 弱 连续 性 ,Jp) <limJ(u;) = p. MI (p) = p AW p 
j 
是 下 确 界 . 根据 Lagrange RAUA, 存在 常数 入 及 函数 二 Aze F ( N eR 


是 常 向 量 ), 使 得 
-Ap +2= Afe? - he®, 


两 边 积 分 得 入 = 1. R= f—h, 则 ww 是 问题 (8.22a) M-TH RE, e 
法 , pec”. 


4. Aubin 的 非 线 性 Fredholm 型 定理 (高 维 情 形 ). 

定理 8.15 [Aubin [4]] 设 ff 是 n> 3 维 标准 球面 $S" 上 的 光滑 函数 ， 如 果 
J 满足 0 < sup <20) inff, MEERA hE F, BAK =f- heer 
共 形 度量 g € [go] 的 数量 曲率 . 


证 明 用 变 分 法 证 明 . $ J(u) = Vul? + sluz 讨论 条 件 极 值 问题 
y=inf{J(u): ue B}, 其 中 


B= (ued: f futav =1, adar =0}. 
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显然 存在 常数 c > 0 使 得 ce B. Afi (Void A = Slsup f) 
v= inf J(v) < J(e) 
< [sup f/inf Ff [sup JITA NS”) < 23A. 
设 非 负 函数 列 {uj} C 留 是 v 的 极 小 化 序列 , 即 
Vega + llusi =v +01), (8.27) 


易 见 {uj} AF. 从 而 可 抽 得 子 列 使 得 uj u EH! P, u utre, Jf 
HEEhR=A- ZEF(N cR 是 常 向 量 ), 使 得 


—Au;+ Ku; = (vf — hju?! +o(1), 


其 中 o(1) SO H! p. WR u0, WA u HENTE 
—Au + ku = (vf — hyu}, 
经 过 拉 伸 Lagrange 常数 vy, 应 用 极 大 值 原理 ,正则 化 等 手续 , 便 可 证 得 定理 . 


FAURE EGE u A 0. 假定 w=0, 那么 ell 一 0. Alu; € 2, MH Aubin 
不 等 式 (6.12) 得 


jl < [22S +e] |) Vuyll3 + o(1), (8.28) 
其 中 se > 0 充分 小 . 此 外 , wj © 多 表明 
2/N 
1 = (fr) < [sup f]”™ Musll%. (8.29) 


将 (8.28) 代入 (8.29) 得 

1 < ( 227A + Ce)||Vajll3 + 0(1), (8.30) 
将 (8.30) 两 端 乘 以 v. 然后 代入 (8.27) 得 

2A — ce) | Vul < o0), 


Aly < 22/"A, fle > 0 充分 小 , 这 就 意味 着 |Vuz]2 一 0. 由 Sobolev RAE 


理 , lus lly 一 0， 故 
l= [se — 0, 
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这 一 矛盾 证 明 u #0. 


二 、G 不 变 函 数 天 
本 目 讨 论 K 具有 对 称 性 的 情形 , 即 K 在 某 个 非 平凡 等 距 变换 群 G 作用 下 
不 变 . 


1. 若干 概念 。 流 形 (2M,9) 上 的 全 体 等 距 变 换 构成 的 集合 , 关于 映射 的 复 
合 构成 一 个 群 ， 称 为 Riemann 流 形 (M, g) 的 等 距 变 换 群 , iA Isom(M). 可 以 
WEH, 当 (M,g) 紧 致 时 , Isom(M) 为 紧 致 Lie 群 ， 

对 于 标准 球面 S” COR" Rit, Se 上 任意 一 个 等 距 变 换 都 是 RH 上 的 
正 交 变换 在 S" 上 的 限制 , 因而 Isom(S") = O(n +1). 适当 选择 坐标 系 , Rt! 
上 的 正 交 变换 Q 取 对 角形 式 , Q = diag(Ri,---, Re, tl,---, +1), 其 中 诸 R; 
Fe — BY TEAC HEB. 

记 O2 为 点 ZE M 在 群 G 作用 下 的 轨道 , 即 O2 = {o(x) : cE GH. 集合 
OE 的 基数 记 为 Card O%. 

i G CIsom(G) 是 团子 群 . Se 上 的 函数 RAB G 不 变 的 ,如果 对 于 所 
A r ES KIA o € GIF uoo(z) = ulz). i 


HŁ(M) = {u € H'(M): u X G RB}, 


那么 HAM) 是 Hilbert 空间 , 它 的 对 偶 空 间 记 为 Hg (M). 

HM) 上 的 泛 函 $ 称 为 G 不 变 的 , 如 果 对 于 任意 we HEM) 及 任意 
0 € GIF Bluo) = (u). BH, HM f|Vul? 是 G 不 变 的 . WRB K 是 
G 不 变 的 , BAM f Klu 也 是 G 不 变 的 . 

引 理 8.16 3 OZ AM) LMG KRTMEH, 设 {ug} C HL(M)， 则 
[D (uk) az 一 0 的 充分 必要 条 件 是 (vp)y-! 一 0. 

证 明 因 A, 是 及? 的 闭 子 空间 , 对 于 任意 f eE H, 我们 有 直 和 分 解 

f 一 fa 十 fè, 
其 中 fo € Hh, fae (HL)-. AQ 是 Hilbert 空间 , 根据 Riesz 表示 定理 , 我 
们 可 以 将 ‘(wx) AVE AG 中 的 点 , 因而 (lus), fA) = 0. 于 是 
(D luk) f) = (P (ur), fa), 
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引 理 由 此 得 证 ， 口 


2. G 自由 作用 于 S”. 

在 本 小 节 , 我 们 假定 G C Isom(S") 是 有 限 群 ，S* 上 的 光滑 函数 天 在 G 
作用 下 不 变 ， 

WAG 自由 地 作用 于 SS" 上 ( 即 G 中 除了 恒 同 映射 ， 其 余 均 没有 不 动 点 )， 
WAM =S"/G 是 一 个 nn 维 紧 致 流 形 ( 见 陈 维 框 李 兴 校 [220]). 记 K A K 的 
PUR, ABA Nirenberg 问题 化 归 为 (M, go) 上 的 设 定数 量 曲率 问题 . (M, go) 
局 部 具 形 平坦 , 而 且 不 共 形 等 价 于 (S", go), 应 用 Escobar-Schoen 定理 8.10, 可 
获得 如 下 结论 . 

定理 8.17 设 非 平凡 等 距 群 G C Isom(S3) 自由 地 作用 于 S3 上 ，S3 上 的 
光滑 函数 K 满足 : 1) sup 天 >0; 2) KAGHAFRE. 则 是 某 个 共 形 度 
E g E [go] 的 数量 曲率 . 

同样 的 结论 在 (S go) (7 过 4) 上 也 成 立 ， 如 果 开 还 在 它 的 某 个 最 大 值 点 
处 具 (n — 2) 阶 平坦 . 


PRI, 要求 G 自由 地 作用 于 S, 这 样 的 条 件 是 相当 苛刻 的 . 当 n 是 偶数 
时 ,这 样 的 群 只 有 -一 个 , 它 由 恒 同 映射 与 对 径 映 射 构成 . 

特别 , 当 n=2 时 , S2/G = RP?. ALY RP? 上 的 任何 函数 提升 到 S2? 上 均 
满足 对 称 性 条 件 u( 一 xz) = u(x), 由 Moser 定理 8.3 便 得 到 下 列 推论 . 

推论 8.18 (J. Moser [152]) 设 R < C™(S?) 满足 R(~) = R(x), V z € 
S*, HsupR>0, 则 忆 必 是 菜 个 共 形 度量 5 二 exgo 的 数量 曲率 ， 且 u(—2) = 
u(x), Var € 82 

3. 情形 Card O% = oo. 

当 CardO& = oo 对 每 个 rz e S" 成 立时 , 更 强 的 结论 是 Hebey-Vaugon 
[115] 关于 对 称 函 数 的 Sobolev 嵌入 定理 所 给 出 的 推论 . 

定理 8.19 (Hebey-Vaugon [115]) 设 (M,g) 是 紧 致 见 维 Riemann HH, ik 
G C Isom(M) RATA. wR FHP ce M, 基数 CardOz2 = œ, + 
k=mindimOg, MAk>1, 并且 

xeM 

(i) 如果 n 一 kk < 2， 则 对 于 任意 实数 p> 1, RA HA(M) => L?(M) 连续 、 
BR. 
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(i) PRn—-k>2 Mat ti<p< 228, RA HEM) 一 LP(M) 连 
续 , 而 当 p< LR 时 嵌入 紧 致 


在 上 述 定理 中 , 将 M 换 为 完备 Rieman KG, 那么 同样 结论 对 于 HEO) 
成 立 , 其 中 mc M 是 紧 区 域 . 定理 8.19 是 早期 丁 伟 岳 [87] 及 PL. Lions [138] 
等 结果 的 推广 . 

HA k >l 所 以 N < 22-8), We RRA LM) 一 LN(M). Hebey- 
Vaugon 定理 便 意 味 着 问题 (8.22b) 的 存在 性 定理 . 

介 于 “G 有 限 且 G 自由 作用 于 Sn" ”与 “CardO2 = 00”, Hebey 等 作者 有 
许多 中 间 结 论 , 参见 Aubin [6]. 


三 、 拓扑 方法 


1. Bahri-Coron #32. 在 Nirenberg 问题 的 研究 方面 , 特别 引人入胜 的 是 
Bahri-Coron [32] 关于 三 维 标准 球面 的 结果 . Bahri-Coron [32] 将 (8.32) 解 的 存 
在 性 归结 为 KK 的 Morse 指标 的 计数 问题 . 

R f 是 nn 维 流 形 M 上 的 03 函数 , 我 们 说 了 在 临界 点 已 处 非 退 化 ,如 果 
在 局 部 坐标 系 下 ， 二 阶 偏 导数 构成 的 Hesse 矩阵 (3f) 在 PP 处 非 奇 异 . 


nxn 


非 奇异 Hessian 负 特 征 值 的 个 数 称 为 了 在 P 处 的 Morse 指标 . 


Bw, z= 0 Æ R? ERX f(x) = ~r? -r +23 的 非 退化 临界 点 , 其 Morse 
指标 ind(0) = 2. 


定理 8.20 (Bahri-Coron [32]) 设 久 是 标准 三 维 球面 (S3,go) 上 的 正 值 光滑 
Bak, K 的 每 一 个 临界 点 @ 均 非 退化 且 AK(Q) £0. 如果 


(一 Dind(e) 4 一 1， (8.31) 
QEK, -AK(Q)>0 


则 KK 是 菜 个 共 形 度量 ge [go] 的 数量 曲率 、K° 为 K 的 临界 点 集 . 


A. Bahri 5 J.M. Coron 在 证 明 他 们 的 定理 时 将 Nirenberg 方程 (8.22a) 写 为 
—8Au+6u= Kus,wu>0 ES? 上 ， (8.32) 
它 的 变 分 泛 函 为 


1 —1/2 
say = i| f rusar)” , uedt, 


. 244 . 变 分 法 与 临界 非 线 性 


Et Dt = {ued:u>Oo0}, MS Æ Hilbert Wt 
D = {u € H' : 8||Vullz + 6llull = 1}. 


易 见 J Æ C? ZRA, 在 2+ 上 ， 
J'(u) = A(u) (u — MWL K), ued, 


其 中 Lu = —8Au + 6u HH Laplacian, \(u) = 9J?(u). 

当然 ,J 在 Dt 上 不 满足 Palais-Smale 条 件 . Bahri-Coron [32] 详细 研究 了 
J 的 Palais-Smale 序列 的 行为 . 

对 于 a e S? 及 实数 入 > 0, 引进 函数 

入 1/2 

co (TD , 
其 中 d(a,x) 表示 a 与 x 间 测 地 线 的 长 度 . 6(a,z) 是 (S3, go) E Yamabe 方程 的 
fE, BI —8A6(a, A) + 66(a, A) = 6(a, A)?. 

给 定 s > 0 充分 小 及 正 整数 p> 1, w 


0(a, à) = 


W (p,€) -es Jai, o, Qp > 0;3ai,…， ,ap € SË, 
JA Ap > Le 满足 : 


p 
|e 7 > iði H! 


< &; jaf K (a) Alu) — 1 < Vis 
aM LM adlana)? > Lvi#j 
E27 和 Ajal Qi, Qj z’ 1 天 7?. 
其 中 0; 一 O(ai, Ài). 
命题 8.21 设 {ur} C Et RA J (up) 一 0 且 J(wr) AR. 那么 存在 
uk © Wp, ex)» 而 J(wuxk) 则 收 化 于 一 个 实数 1, 且 1 < pl 6dV/(3vVmin K)). 


为 完成 定理 (8.20) 的 证 明 ，Bahri-Coron [32] 用 反 证 法 ， 假设 问题 (8.32) 无 
fe. 讨论 了 了 的 下 降 流 线 
du 
T = —J'(u), s> 0, uļs=0 = uo € UY. 
首先 ， 容 易 看 出 , J 沿 着 下 降 流 线 有 界 并 且 当 s +00 I, J'(u)(s)— 0. 
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Bahri-Coron [32] 详细 分 析 了 下 降 流 的 行为 ， 并 证 明 , 对 于 s > 0 充分 校 
WR p > 2, 那么 了 沿 着 下 降 流 在 Wp e) 上 满足 Palais-Smale 条 件 ; WA 
uo E W(1,e), 那么 J 沿 着 下 降 流 将 发 生 凝 聚 , 使 得 当 s 一 +00 时 


[Vu(s)|? 全 Co， > Cibw， 


其 中 收敛 是 测度 的 弱 收 敛 . 凝聚 点 yo E S? 都 是 天 的 临界 点 , 满足 
VK(yo) =0, -AK(y) >0.. (8.33) 
基于 这 些 事实 及 另外 一 些 更 细致 的 硬性 估计 ，A. Bahri 与 J.M. Coron 建立 了 证 
明 他 们 定理 所 需 的 形变 引 理 . 
将 符合 条 件 (8.33) 的 凝聚 点 yj (1 < 7 < 8) KK 的 取 值 大 小 排列 , $ 
1 


S5 3y K (yj) 


注意 ,cl = inf, J(u). 简单 起 见 , 设 诸 cj 互 不 相等 , 在 cj ZWARE, 
u 


f ssav < j41, 


a1 < Ci < a2 < C2 < Kaj < Cj < aji <te < Ag < Cs < As+1, 


Bahri-Coron [32] 最 终 证 明 ， 


Jet 是 OT 的 形变 收缩 核 ， (8.34) 
H,(J%*!, J) =0 车 g #3 ind(y;), (8.35) 
HJH, J) =Z 若 g=3—ind(y;). (8.36) 


Hop J = fue St: J(u) <b} RAVE, HJH, J9) 是 g SA EE. 


代数 拓扑 学 表明 : 设 (X, A) 是 拓扑 空间 偶 ( 即 4C X) x(X) 及 x(X, A) 
表示 X 及 (X, A) 的 Euler-Poincaré 示 性 数 ， 则 


X( 仿 三 0，X(BP) = 1 (Po 是 独 点 )， 

X(X) = x(A) + x(X, A), 

x(X, A) = >》 (一 Dap( H(X, A) ), 
q€Z 


其 中 p(G) RAK G 的 秩 . 
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Sot 可 缩 ， 由 (8.34)，x(Jas+1) = x(t) = 1. 此 外 , x(J™) = x0) = 0- 
最 后 , 依据 (8.35) 及 (8.36) 


x (TO) = x(J%) + (17, 


将 以 上 诸 式 相 加 得 


8 


1 = 》 (一 1)3 nas), 


j=l 


但 这 与 定理 的 指标 计数 条 件 (8.39) FB. 故 问题 (8.32) AAR. 


2. 张 - 杨 摄 动 定理 . 


张 圣 容 (Sun-Yung Alice Chang ) 和 杨 健 平 (Paul C. Yang) 在 文献 Chang- Yang 
[71] H n > 2 维 Nirenberg 问题 的 一 个 摄 动 结论 . 

受 Kazdan-Warner 障碍 恒等式 的 启发 ，Chang-Yang [71] 引进 一 个 拓扑 度 条 
件 , 在 此 条 件 下 , WR K 充分 接近 常数 , 则 Nirenberg 问题 (8.22) 可 解 . 解决 问 
题 的 关键 是 下 文 所 述 的 映射 G, GK 定义. 

给 定 PES", 将 PP 作为 北极 P(0,:… ,0,1)， 由 北极 发 出 的 球 极 投影 5 将 
S° — P C RT 映 为 赤道 平面 R", 记 y = r(x). 对 于 t>1, 令 ppi(y) = ty, 
则 dp, ES” 上 的 共 形 变换 . 映射 集合 {opp : t > 1, P € S"} 与 单位 球 
B = {p € RP! : |p| < 1} ADAE. WA, (s, P) = (H, P) 是 B NRA 
标 , 上 = 工 (对 应 原点 s = 0 ) 与 恒 等 映射 对 应 . 定义 映射 G : BOR" 为 


G(P,t) = f (K o ġp+)ZdV, (8.37) 


定义 8.1 RMK Æ P © Ko AHA k Chang-Yang 非 退 化 条 件 ， 如 果 
K #& P&H AB (kK-1) 阶 导 数 等 于 零 ， 且 存在 常数 c > 0 使 得 对 于 tt 充分 大 ， 
E, w k<n, 
GP Akan (8.38) 
ct” logt, 如 果 k=n. 
可 以 验证 , 对 于 临界 点 Pe Ke, 当 AK(P) 关 0 时 , PP 是 2 阶 Chang-Yang 
非 退 化 的 . 
定理 8.22 (Chang-Yang [71]) 14 K Æ (S",go) (n > 2) 上 的 光滑 函数 ， 其 
每 一 个 临界 点 友 阶 非 退 化 , k< nk n ABA k<n-lLwRn ATK B 
定 映 射 G: Bo RH 的 拓 站 度 deg(G, B,0) 40, MALEK eln) > 0, 使 得 
当 KK 满足 sup|K 一 1| < e(n) 时 ，K 是 茶 个 共 形 度量 g E [go] 的 数量 曲率 . 
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注 记 8.2 WRK 的 每 个 临界 点 Q c Ko 按 通 常 意义 均 非 退化 ，Chang- 
Gursky-Yang [68] 指出 , 指标 计数 条 件 


(=) # (-1)" (8.39) 
QEK, -—AK(Q)>0 


隐 含 定理 8.22 中 的 拓扑 度 条 件 deg(G, B,0) £0. 

证 明 这 里 只 给 出 Chang-Yang [71] 的 证 明 思 路 . 首先 ， 对 于 每 一 个 p = 
与 :PE B, 令 Kp =Ko dps, 关于 Ky 应 用 Aubin 的 Fredholm 型 定理 (n 一 2 
时 为 定理 8.14, n> 3 时 为 定理 8.15), 存在 Ap ER), URS” 上 的 光滑 函数 
up (n> 3 ET up > 0) 满足 

— Aup +2 = (Kp — Ap- T)e"?, (n= 2), (8.40a) 


— Aup + KUp = (Kp — Ap-x)ul’—1, (n23). (8.40b) 


P ’ 


(8.400) 的 成 立 是 因为 K 从 而 Kp 可 以 充分 接近 常数 . 
从 定理 8.14 及 8.15 的 证 明知 ,wy EZR Jn E Ba 上 的 极 小 值 点 . 其 中 


1 
Jo(u) = ;| WuPav+2 f wav. 


Jalu) = [Vu + lalh] | f Kell], n>, 


B= {ue H': f Kye" = 8r, fez=0}, 
B= {ue H': fus=0, u#0}, n > 3. 


Chang- Yang [71] UEH, RE e(n) 充分 小 ，(8.40b) 中 的 极 小 解 up 就 是 唯一 的 ， 
这 一 点 的 证 明 是 通过 反 证 法 完成 的 . 假设 J (n > 3) 有 两 个 极 小 值 点 wp 及 
üp 用 参数 曲线 将 它们 联结 起 来 : > uN = ra" + (1 — d)ul, JENE WA eh g 
Aro J(u) 是 凸 函数 (8.40a) 的 情形 类 似 . 应 用 隐 范 数 定理 可 证 明 up 及 Ap X 
于 p 连续 . 


如 果 对 于 某 个 ge B, 有 Ag =0, 那么 wo 满足 
— Aug +2 = Kye", (n = 2), (8.41a) 


— Aug + kug = Kau), (n23). (8.41b) 
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id by = dan 其 中 g = HQ, 那么 
u = (uq — log | det D¢g|) © by! n= 2, 
u = (ug | det D| ™ 71) 0 dy", n>3 
分 别 是 方程 (8.22a) 及 方程 (8.22b) 的 解 . 
为 完成 证 明 , 假定 Ap 关 0, 定义 映射 A: B >R” X Alp) = Ap. Chang- 


Yang [71] 证 明 , 在 定理 所 述 非 退化 条 件 下 , 对 于 上 充分 大 , 也 就 是 p= 与 :P 充 
分 接近 边界 OB, BUN G(p) = G(P,t) 40, FH 


deg(A, B,0) = deg(G, B,0). (8.42) 
故 由 定理 的 条 件 得 deg(A, B,0) 40, 这 与 假设 Ap 4 0 矛盾 . 口 


3. Chang-Gursky-Yang 定理 . 


“n= 2 k n = 3 时，Chang-Gursky-Yang [68] 将 定理 8.22 中 “K 接近 常 
数 ” 的 限制 去 掉 ， 得 到 如 下 两 个 定理 . 


定理 8.23 (Chang-Gursky-Yang [68]) ik K > 0 % (S*,g9) 上 的 光滑 函数 ， 
其 每 一 个 临界 点 Q E Ko HRE AK(Q) £0, eR 由 (8.37) 定义 的 映射 G 的 
464% deg(G, B,0) £0, 则 天 是 某 个 共 形 度 量 g E [90] 的 数量 曲率 . 


定理 8.24 (Chang-Gursky- Yang [68]) i& K > 0 Æ (S°,g9) 上 的 光滑 函数 ， 
其 每 一 个 临界 点 QE Ko 均 满 足 AK(Q) £0, wR 由 (8.37) 定义 的 映射 G 的 
拓扑 度 deg(G, B,0) 关 0, 则 是 某 个 共 形 度 量 g E [go] 的 数量 曲率 . 


以 定理 8.24 为 例 , 我 们 给 出 Chang-Gursky-Yang [68] 的 证 明 思 路 . 考虑 - - 
族 带 参数 s € [0,1] 的 方程 


—Au + ku = Kyu”, (8.43) 


其 中 K, = sK +(1—s)e. WE s 充分 小 ， 应 用 定理 8.22, 方程 (8.43) 有 - 
解 . Chang-Yang [71] 证 明 , 只 要 s > 0 充分 小 , 解 就 唯一 . 于 是 , 对 于 so。 > 0 
充分 小 ， 得 到 (8.43) 的 唯一 解 uso. 接 下 来 的 任务 是 证 明 方程 (8.43) 在 区 间 
s € [s0,1] 上 有 人 解 . 

K, 与 K 有 相同 的 临界 点 , 在 K E, |AKs(@)| > so]AK(Q)| > e. 此 外 ， 
HFK > 0, 故 存在 与 s 无 关 的 正 数 m, M, 满足 m < Ks < M. 据 此 , [68] 给 
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出 方程 (8.43) 解 的 先 验 估计 (这 是 最 难 的 部 分 ) 
usllaa <C, Cli<u<o, (8.44) 


Q= {u e C2983): Ch <u <O, llullza < c}, 


考虑 映射 更 。: Q + C*2(S?): 


U.(u) =u— '(Ksu’), 


Us 是 全 连续 场 . 将 方程 (8.43) 改写 为 Ysu) = 0. 取 C 充分 大 , 则 对 于 s > so, 
有 0& U,(0Q), 因而 拓扑 度 deg( 更 。,9,0) 有 定义 且 不 依赖 于 s > so. 


最 后 ，Chang-Gursky-Yang [68] 证 明 
deg(¥i, 9,0) = deg(A, B, 0), 
但 因 (8.42), RIIA deg(A, B,0) = deg(G, B,0) # 0， 所 以 deg(¥1,2,0) = 
deg(W1,,2,0) £ 0, RWIE V (u) = 0 有 解 . 


注 记 8.3 根据 注 记 8.2， 定 理 8.24 是 Bahri-Coron 定理 的 推广 ，Chang- 
Gursky-Yang 定理 允许 KK 有 退化 临界 点 . 


4. 其 他 结论 . 

当 n = 21, HAS G MUSE AE ZE Chang-Liu [67] 中 给 出 了 - -个 更 直接 的 折 
FERIE, 在 该 条 件 下 二 维 Nirenberg 问题 有 解 . 

定理 8.25 (Chang-Liu [67]) 3t K Æ S 上 的 光滑 函数 ，sup 开 > 0 $ 
Q = {z € S$ : K(x) > 0E -AK(r) > 0}. 假定 当 AK 二 0 或 K = 0 
时 , |VK| #0. 如 果 deg(Q,VK,0) #1, MK 是 菜 个 共 形 度量 g e [oo] 的 数量 
曲率 . 


可 以 说 ，Bahri-Coron 定理 8.20 及 Chang-Gursky- Yang 定理 8.24 基本 上 解 
决 了 三 维 Nirenberg 问题 ; 而 Chang-Gursky-Yang 定理 8.23 及 张 - 刘 定 理 8.25 则 
基本 解决 了 二 维 Nirenberg 问题 . 

与 一 维 、 三 维 不 同 , n > 4 维 Nirenberg 问题 更 加 复杂 , 深层 次 原因 见 Bahri 
[28] 的 论述 . 部 分 结论 见 Bahri-Coron [32] iat, Bahri [28], Y.Y. Li [134]. 
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从 本 章 开始 , 讨论 凝聚 紧 性 原理 (concentration compactness principle). 凝聚 
紧 性 原理 是 数学 分 析 的 重要 方法 , 自 上 个 世纪 80 年 代 中 期 PL. Lions [140, 141] 
的 一 系列 开创 性 工作 以 来 , 得 到 了 广泛 深入 的 发 展 和 应 用 ( 见 Bahri [28, 29], 
Struwe [192], Bahri-Coron [31, 32] 等 ). 

凝聚 紧 性 原理 ， 主 要 用 于 处 理 一 类 泛 函 的 临界 点 问题 , 这些 泛 函 不 满足 紧 
性 条 件 . 一 般 来 说 ， 如 果 Banach 空间 互 上 的 CC 泛 函 了 了 在 非 紧 致 群 G 作用 下 
保持 不 变 , 即 

J(gou = J(u), Vue Bb,gEG 


则 这 样 的 泛 隔 不 满足 紧 性 条 件 , 经 典 的 变 分 法 便 不 能 直接 应 用 . 
对 于 欧 氏 空间 及 ”上 的 函数 空间 (比如 齐 次 Sobolev 空间 D™?(R")) Kit, 
有 了 两 类 典型 的 非 紧 致 作用 ,一 是 平移 变换 ， 即 


Thou=u- +h) (hE R”). 


如 果 泛 函 J 具有 平移 不 变性 , 那么 了 的 (PS) Peat ay REPEC FS Be Wh BQ A ER 
处 理 这 类 现象 的 一 套 变 分 方法 , 将 称 之 为 第 一 类 凝聚 紧 性 诛 理 ， 它 的 核心 内 容 
是 引 理 9.1. 根据 这 个 引 理 , R EEAS L 序列 ,通过 适当 抽 子 列 ， 有 一 种 
HAE: 消逝、 两 分 或 经 -一 列 平移 变换 后 胎 紧 . 

其 平移 不 变性 的 变 分 问题 , 若 具有 某 种 内 在 的 有 机 结构 (例如 满足 次 可 加 
条 件 )， 则 其 变 分 序列 ( 极 小 化 序列 或 (PS) 序列 ) 按 LP 意义 就 不 会 消逝 也 不 发 
EAD, 这 样 平移 后 便 得 到 一 个 L? 胎 紧 序列 . 如 果 问 题 还 具有 局 部 紧 致 性 ( 例 
如 限制 在 W™?(Q) 上 满足 紧 性 条 件 ) 则 此 时 变 分 序列 将 收敛 到 问题 的 解 . 

本 章 讨论 的 变 分 问题 都 具有 局 部 紧 致 性 . 
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Rn 的 函数 空间 上 ， 另 一 个 典型 的 非 紧 致 作用 是 伸缩 变换 , B 
6 ov 一 Xeu( 和:) (入 >0)， 
a 是 与 无 关 的 常数 . 具 伸缩 不 变性 的 变 分 问题 ， 甚至 在 局 部 也 不 满足 紧 性 条 


件 , 它 的 变 分 序列 有 可 能 在 有 限 点 发 生 凝 聚 ， 处 理 这 类 现象 的 一 套 变 分 方法 ， 
将 称 之 为 第 二 类 凝 育 紧 性 原理 , 将 在 下 一 章 讨论 ， 


第 一 节 AREA 


一 、 辣 1 序列 的 胎 紧 两 分 与 消逝 
ME, 我 们 将 讨论 LR") 中 有 界 序列 {pr} 的 一 系列 性 质 . 我 们 设 pk 2 0， 
HWE 
pgllr =Ato(1), A>O. (9.1) 


EM 9.1 (HSK tightness) 满足 (9.1) 的 非 负 序列 {pn} 称 为 一 个 HARA, 
如 果 VE > 0, IR>O, 使 得 


f pk(Z)dz <e, Veo. (9.2) 
|z|>R 
AR uk 是 一 个 LP 胎 紧 序列 ， 如 果 lur P 是 一 个 胎 紧 序 列 . 

胎 紧 列 定义 中 , 条 件 (9.2) 说 的 是 序列 {pp} 在 无 穷 远 处 是 平等 可 积 的 ， 


这 里 , Re 上 的 平等 可 积 性 指 的 是 : Ve > 0, 36 > 0, 使 得 对 所 有 可 测 集 
EER", 只 要 m(E) < 6, 就 有 


[lose Vk>1. 
五 


定义 9.2 (消逝 vanishing) 满足 (9.1) 的 非 负 序列 ok 称 为 发 生 WH, wR 
对 于 任意 的 上 > 0， 


lim sup f pkdz = 90. 
k= yER” Jy+By 
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例 91 pr(z) = (1/k)xp, SARA HY IUR!) 序列 ， 其 中 Xas 
是 区 间 [a,b] t AFERA. 


定义 9.3 (两 分 dichotomy) 满足 (9.1) 的 非 负 序列 pr 称 为 发 生 MD, 如果 
存在 a € (0, A 及 函数 列 ph, p} E LIR”), 使 得 

lor — (ok + ll = 00), 

pk =a-+o(1), eal =A-—a-+o(1), 


dist (sppt p4, sppt p2) 一 oo. 


例 9.2 pk(z) = $x] + ixr rty 是 一 个 两 分 的 序列 . 
例 9.3 DOk(Z) 一 EX X[0,k] + 3X10, [0,1] 也 是 一 个 两 分 的 例子 . 


二 、 核心 引 理 

引 理 9.1 (P. L. Lions [140]) 设 pm > 0 是 LI(R") 中 的 序列 ,满足 条 件 
(9.1)， 则 必 存 在 pm 的 子 列 pp， 出 现下 列 三 种 互 斥 的 可 能 

(a) BA pr ZEÑ it; 

(B) BA p READ; 

(y) 或 者 存在 点 列 yp E R”, 使 得 序列 所 = pk(: + ye) 胎 紧 . 


在 给 出 引 理 9.1 证 明之 前 , 我 们 需要 一 个 数学 分 析 中 的 引 理 . 


引 理 9.2 (Helley) 34 {fk} 是 实 区 间 I 上 的 有 界 变 关 HAG, 一致 有 界 且 
BRE BV (fe) < C KAR MAE {fe} 的 子 列 ， 它 逐 点 收 化 于 一 个 有 界 
xe RK f, A BV(f)<C. 


证 明 因为 任意 -- 个 有 界 变 差 函数 都 是 两 个 单 增 函 数 的 差 , 不 妨 设 {fmt 
是 区 间 了 工 上 的 有 界 单 增 函 数列 . 任 选 了 的 一 可 数 稠密 子 集 ， 使 其 包含 所 有 
fm (mm > 1) 的 不 连续 点 ， 记 这 样 的 点 集 为 5. 应 用 对 角 线 原理 ， 可 抽 得 {fin} 
的 子 列 {fe}, SEAM TIE re 5 均 成 立 im fk =e. rel > 


f(z) =inf{ce,: Sar> cz}. 
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显然 f(z) 为 单 增 函 数 且 对 于 3 中 的 +, f(7) =e. 

根据 Dini 定理 ( 见 《 微 积分 学 教程 》)， 我们 可 证 明 , Æ f AER, fela) 
KAF fic). 由 于 大 的 间断 点 是 至 多 可 列 点 集 , 应 用 对 角 线 抽 子 列 的 方法 , 我 
们 可 以 在 这 些 点 改变 f(x) 的 定义 , 使 得 和 (x) 在 间断 点 也 收敛 于 f(z). o 


引 理 9.1 的 证 明 不 失 一 般 性 , 不妨 在 (9.1) 中 设 o(1) = 0. 
引 理 证 明 的 关键 是 考察 所 谓 凝聚 函数 的 特性 . ESR pA UE ST w 
1954 年 Lévy [132] 的 工作 . px 的 凝聚 函数 定义 为 


Qx(t) = sup I, pk(z)dz. 
y t 


yER” 
也 数列 Qi(t) RT t ERKE [0, 00) 上 单 增 , Sk > 1 一 臻 有 界 QA <A, A 
dim Qk(lt) = >. 根据 Helley 引 理 , 存在 函数 列 Q(t) FH (MICA Qk(t) ) 
及 [0,cc) 上 的 单 增 函 数 Q(t) 使 得 


lm Q(t) = Q(U), We > 0. 


i a= lim Q(t), 
mi 0<a < 入 . 
根据 极限 a 的 不 同 取 值 , 分 三 种 情况 , 我 们 将 证 明 : 当 a = 0 时 就 出 现 情形 
(Q)， 当 0 <a< 入 时 就 出 现 情形 (8), TH a = 入 时 则 出 现 情形 (y). 

当 a = 入 时 , 由 于 Jim Q(t) = à, 所 以 对 于 给 定 s > 0, 存在 正 数 R= R(e) 
fits Q(R) > A—e. 从 lim Qi(R) = Q(R) #1, 3K = K (e) 使 得 


Qk(R) > Q(R)-e >A-2e, Vk>K. (9.3) 
Twa k < K 的 有 限 个 大， 由 于 jim Qi(R) =A X Q(t) 的 单调 性 ,可 适 
“UA RODS H R) 使 得 (9.3) 式 对 于 所 有 天 成 立 . 即 


Qk(R) = sup | pk(Zjdz >AX~2e, Vk>1. 
YER” Jy+ Brie) 


收 存 在 yele) 满足 


/ pk(z)dz >A—3e, Vk>1. 
Jyn(e)t+ Brie) 
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取 so = /6, & yk = ye(eo) WRF s < co, HF 


| exlorae + f pe(z)der >A, 
Ynt+B peg) yk(E)+ Bre) 


PIER (ye + Bries) ) 及 (yele) + Breo) ) 必然 相交 , 球 心 距 满足 

|yx(e) — yx| < Reo) + Rfe). 
IY R= R(eo) + 2R(e), 则 {yk + Br} D {yele) + Brio} 如 此 我 们 找到 了 R” 
中 的 一 列 点 yx， 使 得 对 于 任 给 e < (0, X/6) RA R= R (e) 满足 


/ pk(zjdx > A—3e, Vk>1. 
yk+BR 


ES pe = pkl + yk) W pe AAR. 这 样 便 证 明了 情形 (9). 
当 aw=0 时 , 按 QO 的 定义 及 其 单 增 的 特性 ， 
0 < Q(t) < lim Q(t) =0, 
BM Q(t) = 0, 这 便 是 情形 (a) 的 结论 . 
最 后 , 当 0 < a < 入 时 , 我 们 要 证 明 结 论 (8). Ae > 0, MR>O WE 


Q(R)>a-—e, 对 于 足够 大 的 E(k> K) A QR) € (a 一 ea 十 2). SIE 
数 Ry 一 00 使 得 Qi(Rx) Sate. TE k> KW, 存在 yx € R 满足 


f pe(x)dx € [a-c a+ el. 
Yk+tBR 


记 xk 为 集合 yk + Br 的 特征 函数 ，x% 为 集合 RN (uk + Br.) RIAR © 
Ph = PkXk> Pr = PkX%， 则 有 


J [Pk ~ Pk — Pkl = J Pk(T) dz 
Re R<|r—yk|< Rk 


< Qk(Rk) — Qk(R) + 2€ 
< (a +e£)— (a — E) + 2e = 4e. 
这 样 便 证 明了 结论 (9)， 从 而 完成 了 引 理 的 证 明 ， 
我 们 看 到 , AE 9.1 处 理 两 分 颇 为 不 易 ， 而 -- 旦 涉及 梯度 及 高 阶 导数 ， 
尽管 经 典 的 凝聚 紧 性 原理 也 有 相应 的 引 理 (参见 PL. Lions [140] 第 一 部 分 引 
理 HI.1)， 但 形式 更 繁 元 . 下 节 将 得 出 - “个 简约 形式 . 
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第 二 节 ”简约 形式 


白 凝 素 紧 性 原理 问世 ， 人 们 便 开 始 了 对 它 进 行 简化 . 最 早 可 追溯 到 Ben- 
Naoum et al [36] 及 Bianchi-Chabrowski-Szulkin [45]. 


一 、 淡 收敛 ” 弱 收 敛 与 胎 紧 收敛 

泛 函 分 析 中 常常 将 Banach 空间 巨 中 的 一 个 序列 艇 入 到 的 二 次 对 偶 空 
闻 ， 以 获得 更 丰富 的 信息 . 我 们 将 LR) 等 距 嵌 入 到 比 其 二 次 对 偶 Li1(R")** 
稍 大 一 点 的 空间 MR). SR ATR A LR”) 3 f pp Ee MR”), 其 中 


js(E) = f faz, YE Borel 可 测 . 


今后 ,py 将 直接 写作 f. 在 这 种 记 法 下 ,AM(R") 中 淡 收敛 及 弱 收 敛 的 概念 可 
以 照搬 到 Li 序列 上 来 . 


1. 淡 收 敛 与 弱 收 敛 ， 


定义 9.4 给 定 LR”) 中 的 序列 fe 我 们 说 fi 在 MR”) 中 淡 ( 弱 ) 收 化 
于 符号 测度 pe MR”), A 太一 有 (相应 地 fp 一 u) WHR 


lim pfrdz = | pdu, Ve € Co(R"). 
k—00 Jpn Rr 
(相应 地 Yo ER”) ) 


BOR Ut FA BU AS RE TE HA SS, 考虑 如 下 例子 . 记 N = 285, + 


Coe -?)/2 
uele) = (ay e ae 


IEP L= (1 ,1)， 取 常数 Co 使 得 f Ju" = 1, 注意 Co 与 < 无 关 . 对 任意 
p E CAR”), RNE 


im / glue der =0, {B im / lue da = 1. 
< 一 0 Rr E 一 ?0 Rv 


说 明 fue |) RKATO AAG. 我 们 看 到 , BEA 40, Ju) 的 质量 凝聚 
在 无 穷 远 点 . 
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2. BERETS SB usc ay. 
命题 93 Hf, E LLR) E |fe =A+0(1), we M(R”), 则 
(fe = u) => (fe > u E fy BR). (9.4) 
有 鉴于 此 , L 序列 在 M(R") PAIS StH ERA AS Kok, WA fy, MS, 
证 明 根据 命题 B.8， f, 人 的 充分 必要 条 件 是 f, A 
jim, [fede = uR"). (9.5) 
设 fi p, 由 测度 六 的 有 限 性 及 o 可 加 性 知 , Ve > 0, IR> 0 使 得 
u(Br) > u(R") 一 <. (9.6) 


Ror € C(R" : [0,1]) 使 得 在 BR 内 yp = 1, 在 Bop 外 一 0. RNA, 4 


k= oo; 


fedx > f orfdz= | ped oli) 
Bor R” R? 


> u(Br) + o(1) > a(R”) — e + o(1). 
因而 fe 是 胎 紧 列 . 


反之 , 假定 有 > wA f 胎 紧 ， 则 对 于 任 给 e > 0, 由 序列 六 的 胎 紧 性 ， 
存在 R > 0 使 得 对 所 有 天 > 1， 


fa -vsear <e. 
一 方面 我 们 有 
wie") -e< [edu = | pefide stim | feas 
另 一 方面 
lim | fac < Tm | vrfde +i [a — gr) frdz 
< f endute < uR") +6. 


从 而 (9.5) 成 立 . 根据 命题 B.8, fe p. m 
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二 、 两 分 的 简约 表述 


1. 约定 .本目 需要 Radon 测度 的 概念 ， 可 参见 附录 A. R 的 单 点 紧 
化 空间 为 R = RU {oo}, co 的 邻 域 系 为 {z CR”: |z| > R, R> 0}. Mit 
的 希腊 字母 等 表示 R" 上 的 测度 , 裸体 希腊 字母 p 等 表示 如 下 对 应 测度 ， 


u = Ì — Jooboo; (9.7) 


其 中 650 是 质量 在 ce 处 的 Dirac WE, Hoo = fi(oo). T R” 上 的 测度 p 将 按照 
ulo) = 0 扩张 为 R” EKWA. 


2. 无 ae. 收敛 的 情形 . 
设 所 是 非 负 L 有 界 列 . MEX CR) 上 一 列 线性 泛 函 : 
tly) ê fv fede. k=1, 2,--- 


则 Ly 一 致 有 界 . 应 用 Alaoglu 定理 , 存在 Li 的 子 列 Lj 使 得 Ly 弱 * 收敛 于 
Le C(R")* = M(R”). 由 Riesz 表示 定理 , FE ji © MR”) 使 得 


lim f pfjdx = J oaù, Yy € C(R"). (9.8) 
即 方 a FMR) 中 . 由 上 式 可 见 方 u FMR) 中, 并且 
Hoo © fi(oo) = lim lim J sp tide (9.9) 
注意 , (9.9) 右 端 的 收敛 是 抽 子 列 的 结果 . 特别 , 在 (9.8) 中 取 yp = 1, 便 得 
lliz = Nallvar + Hoo + 0(1). (9.10) 
概括 起 来 , 我 们 有 


引 理 9.4 设 序 列 fp > 0 在 LI(R") PAR, MAE fi 的 子 列 fi 及 有 限 
Radon 测度 u € M(R"), 使 得 fj > u P MR?) 中 ,并 且 成 立 (9.10) 


注 记 9.1 在 引 理 9.4 中 , fj u FMR) 的 充分 必要 条 件 是 wo = 0. 
WR po = 0, W f AAPA. AAR RUF u. 


注 记 9.2 在 引 理 9.4 中 , 方 两 分 的 充分 必要 条 件 是 及 夭 0 且 Hpeo 关 0. 
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注 记 9.3 在 引 理 9.4 H, 如 果 风 = 0 且 po £0, 则 有 两 种 可 能 ，- 是 方 
消逝 ， 第 255 页 的 例 9.1 正 是 这 种 情形 ; 另 一 种 可 能 是 方 经 过 适当 平移 后 胎 
紧 , 例如 LR!) 中 的 序列 fj = XU 


注 记 9.4 一 般 来 说 , LI 中 的 有 界 列 不 弱 列 紧 , 但 引 理 9.4 表明 , 在 更 弱 的 
意义 下 , CRA RIRH”. 


3. 有 a.e. 收 敛 的 情形 . 


引 理 9.5 Ru, Æ LP(R")(p>1) PHAR, uy Su MAE ur 
的 子 列 wj， 以 及 有 限 正 则 测度 v E M(R"), F Ju; 一 ul? Sv, E 


luslls = ales + ||¥lluar + Hoo + (1). (9.11) 


此 处 uoo 由 (9.9) REL, 但 其 中 fe = up|? 


证 明 根据 引 理 9.4 的 推导 , 存在 测度 A, 0 Ee MR"), 使 得 通过 抽 子 列 成 
XE: jP ,lu; — uP 由 Brezis-Lieb 引 理 , Vp € C(R"), 有 


J luj? pdz = f luP pdz + f Ju; — uP pdz + o(1), 


Sj 一 00， 得 积分 等 式 fly) = (uP +e). 所 涉 测 度 的 正则 性 导致 f = 
lul? +2, 从 而 Hoo 二 Aco) = 2D(00), p= lul? +v, BR 


b= |u|? +V + Hooo, 


上 述 测 度 关 于 y = 1 积分 便 得 (9.11). 口 


注 记 9.5 运用 Egrov 定理 不 难 证 明 , 引 理 9.5 中 的 测度 v 与 Lebegue 测度 
LEAH, My tL. 


注 记 9.6 在 引 理 9.5 中 , Hu, ut L (R?) P, We ZEW. 


loc 
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第 三 节 ”局 部 紧 变 分 问题 举例 


一 、 一般 原则 

局 部 紧 致 的 变 分 问题 ， 其 变 分 序列 不 包含 有 限 凝 聚 点 ， 应 用 凝聚 紧 性 原理 
的 过 程 , 就 是 排除 变 分 序列 消逝 与 两 分 的 过 程 , 如 此 获得 一 个 胎 紧 序列 . 如 果 
变 分 问题 是 平移 不 变 的 , 则 可 通过 一 列 平移 变换 重建 紧 性 ; 如 果 变 分 问题 不 具 
有 平移 不 变性 ,， 则 需 附 加 条 件 ， 以 便 保 证 变 分 序列 不 在 无 穷 远 发 生 凝聚 . 

局 部 暴 致 的 变 分 问题 ， 要 排除 消逝 不 是 一 件 愉快 的 事情 . 下 列 引 理 仍 来 自 
P.L. Lions [140], 在 局 部 紧 致 情形 , 往往 可 用 于 排除 消逝 . 


引 理 9.6 设 1<p<o,1<g<p*. LER p* = TE eR p <n, p* = 00 
如 果 p >n 设 序列 Uk 在 LA(R") 中 有 界 ， 序列 Vuk 在 L?(R") FAR. 如 果 
FE R > 0 使 得 


sup / lupt > 0, 
YER” Jy+BR 


MA, 对 于 7 € (q, p*), RÈ |lugll, 一 0. 


WEAR 这 个 证 明 来 自 原文 , 注意 学 习 其 中 的 分 析 技 巧 . 首先 假定 序列 wx 在 
re HAH, 则 对 任意 B > min{q,p*}, 我 们 有 


sup J lup]? 一 0. 
yER” Jyt+Br 


>q, (¢—1)p/(p— 1) >q. 由 Holder 不 等 式 得 


= 
alg 
A 
n 
J 
Q 


sup f \ug|?1|Vup| — 0. 
yER” /y+Br 


Wy € (1,n/(n—1)), H Sobolev eA 2 #8 


- _ Y 
f Jur |7" <ca( f { eux + alucl?"Vusl} ) 
y+ BR y+Br 


将 上 式 中 右 端 圆 括号 内 的 积分 关于 y e R” 取 上 确 界 并 记 为 ep， Me, 一 0, H 


5 -1 gg 
[duel sco { {pul + alu Vun}, 
Jy+BR Y+BR 
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用 一 列 半径 为 尺 的 球 覆 盖 Rn， 使 得 每 个 点 至 多 被 覆盖 有 限 次 m 次 ， 由 上 式 得 
Í _ unl?” SmCoeR 上 {unl 十 lur?! Vur] < Cel”, 


由 此 , 在 |lukll。 有 界 的 假设 下 , RINER: 对 于 7 充分 大 , 应 用 H6lder 不 等 式 
从 而 对 所 有 ?7 >q, url — 0. 


一 般 情 形 , + gk = min{jux|, M}, > fk = max{|uz|, M}. wr € (gq,p*)， 
PATA gl 一 0. Ws € (r, p), 应 用 29 页 引 理 1.30, RATA 


°° 1 
Jiao [aon tan i fuel 
其 中 (fay 是 fe 的 分 布 函数 . 于 是 


lurli < Noell + Ifeli < ilgli + eM’, 


令 M 一 œ 便 获 证 引 理 . 


在 排除 两 分 方面 , PL. Lions 发 现 了 一 个 条 件 ， 严 格 次 可 加 条 件 (A 264 页 
的 条 件 (S)), 它 广泛 适用 于 各 种 条 件 极 值 问 题 , 尤其 是 Banach 空间 之 间 最 佳 
嵌入 常数 之 极 值 函数 的 存在 性 问题 . 
二 、 一 个 简单 例子 
作为 一 个 典型 例子 , 讨论 下 列 标量 场 方 程 的 正解 的 存在 性 : 
人 u>O0, z eR”, 
(9.12) 


u — 0, |x| 一 00. 


其 中 ae (2,2*), K 是 Rr? 上 的 连续 函数 , K(x) > 1. 


对 于 问题 (9.12) 及 其 相应 推广 ， 历 史上 有 有 许多 文献 研究 ( 见 Nehari 
[154], Ding-Ni [89], Berestycki-Lions [37] 及 其 参考 文献 ). 这 里 仅 用 来 说 明 如 
何 应 用 凝聚 紧 性 原理 来 解决 类 似 的 问题 . 


引进 HR”) 上 的 如 下 泛 函 


J(u) = Sion K\ul?, E(u) = Sign (Vel +u’). 
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那么 , 问题 (9.12) 的 解 可 以 通过 求解 下 列 极 值 问题 获得 : 
p=inf{E(u): ve H4, J(u) = 1.}. (9.13) 
ARA HUR”) > LR”) 不 紧 ， 故 不 能 通过 普通 变 分 法 获得 u 的 极 值 函数 . 
我 们 将 分 两 种 情况 讨论 : G) K(x) = 1 的 情形 ， 此 时 问题 (9.12) 是 自治 的 ， 
平移 不 变 的 ; (i K(x) 关 Const. 的 情形 ， 此 时 间 题 (9.12) 是 非 自 治 的 , 不 具有 
平移 不 变性 . 
=. 平移 不 变 情形 
设 二 1, 在 此 情形 将 J(u) BA Iu) 与 问题 (9.12) 相应 的 极 值 问题 为 
Ty =inf{E(u): u € Hg, I(u) =}, (9.14) 
其 中 入 > 0 是 参数 . 注意 , ZR (u) 及 E(u) 都 是 平移 不 变 的 . 
之 所 以 讨论 带 参 数 和 的 极 值 问 题 , 在 于 DT) 满足 严格 次 可 加 条 件 : 
Typu <Ia +Ip, (A, w> 0). (S) 
这 一 性 质 是 显然 的 ,因为 我 们 有 Z = A/h, 而 g > 2. 


我 们 需 证 明石 可 被 某 个 函数 we HHR”) 取 到 , 然后 , 应 用 Lagrange 乘 数 
法 就 得 到 问题 (9.12) 的 一 个 弱 解 . 


设 uk E€ DR") 是 五 的 一 个 极 小 化 序列 ， 即 


Iur) = lukl =1, Elur) = 11 + 0(1). (9.15) 
这 里 可 设 w > 0, 否则 用 |ws| RE, RFE Iur) 及 Elu 均 不 会 改变 . 
由 于 嵌入 HHR”) 一 A(R”) 不 紧 , ek I E AYR") 上 不 是 弱 连 续 的 ， 因 
而 Ta 的 极 小 化 序列 (9.15) 在 LR”) 中 未 必 相 对 列 紧 . 我 们 将 运用 引 理 9.1 重 
建 极 小 化 序列 的 紧 性 . 
命题 9.7 极 值 问 题 (9.14) 的 每 一 个 极 小 化 序列 wi， 经 过 适当 平移 这 = 
urls + Ye) 在 LAR") 中 相对 列 紧 ， 因 而 极 值 问题 (9.14) 有 解 . 


| 


证 明 1° 排除 消逝 up|? 或 其 子 列 UMEK Jur) 不 会 消逝 . 设 车 不 然 ， 
那么 至 少 存在 一 个 正 数 REE 


sup J Jukl? = o(1), 
yER” Jy+Br 
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根据 引 理 9.6, Ar € (qg, 2n/(n 一 2)) 使 得 wxrjl = o(1). 由 (9.15) 推出 juzli 
AR. 于 是 由 Holder 内 插 不 等 式 推 得 


_ 1/q—1/r 
1/2— 1/r 


luria < uxlle uli =o(1), 8 


这 与 (9.15) 矛盾 (注意 入 > 0). 


2° 排除 两 分 我 们 将 看 到 工 的 严格 次 可 加 性 条 件 (S) 可 以 用 来 排除 两 
oy. 由 于 ww 在 HHR”) PAA, 经 过 抽取 子 列 , 我 们 可 假设 


wk — u 在 五 1(R"7) 中 ， (9.16) 
ur 5u ER 中 . (9.17) 


由 于 在 每 个 有 界 区 域 上 , RA HHQ) 一 L"(0) (7 = 2, 9) ERK, 通过 进 一 
步 用 对 角 线 法 抽 子 列 ( 仍 记 为 ur) 可 使 


uk —> u 在 Li,.(R") P. (r=2,q) (9.18) 


W Ok = Up — us 根据 Li 有 界 列 在 M(R") 中 的 淡 列 紧 性 (命题 9.4), FE wx 的 
FI, EA up» KEWA RWE u E€ M(R”) 使 得 


Vok >u EMR”) P. (9.19) 
这 样 ， 由 (9.16) 及 (9.19), 应 用 引 理 9.4 得 
[Vulli = Vull} + pljvar + Hoo + 0(1), (9.20) 


此 处 poo 由 (9.9) REX, 但 其 中 fk = |V9k]2. 对 于 fuel? 及 Jusl 注意 到 条 件 
(9.18), 依据 引 理 9.5 及 注 记 9.6, 通过 再 次 抽 子 列 , 我 们 有 


lul = lutg + (1), (r= 2, 4) 0.21) 
其 中 

(r) y : r — 

Hoo UR, pede diate MAP Oe (= 2a) 


id pO =a( AT Ku) =1—a, E(u) > h-a) HIEW a=0Ra=1. H 
反 证 法 , REO<a <1, 则 必 将 成 立 如 下 不 等 式 


Ho + U2) > Ty. (9.22) 
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确实 , 对 于 p > 0 充分 大 , ME, € CPR”; (0, 1]) 使 得 
=O BW, fp =17E Bri St, AIVGl<2 0.23) 
对 于 固定 的 p, 60, “3 0-F HL, BA 
we = [veel f Veru + o0). 
因 0, VE, 具 紧 支 集 ， 由 (9.18) 知 
f Den = f EP +00), 
由 以 上 两 式 推 知 , BEX k> 00, 我 们 有 
| eou < J PaP J 4{ul vul + u?} + o(1). 


|z|>p pS|z|<p+l1 


HES k> 00, RIES p 一 co, 这 时 上 式 括号 内 的 积分 趋 于 零 , 我 们 有 
Hoo > limlim | IVépurl? (9.24) 
X, 显然 ( 见 引 理 9.5 之 (9.11) 式 ) 
vi) =limiin f epu, (r=2,0) (9.25) 
从 而 由 (9.24) 及 (9.25) 得 
Hoo + US) > lim Tim BE(épun) 
= lim Tim 17/2 (Eup) [T Epu) (Eon) 
> lim lim 1°/4(€ pun) = oT = Ta. 
最 后 , 我 们 有 
Ty = E(ux) + o(1) 
= ||Vuelld + llull? + o(1) 
> ||Vull + lell? + (Hoo + v2)) 


> Ii-a + Za. 


第 9 章 凝聚 紧 性 原理 | . 267 . 


这 与 Z 的 严格 次 可 加 性 矛盾 , 故 a = 0 或 a = 1. ju 不 会 两 分 . 


2 由 胎 紧 到 紧 性 在 第 3? 步 的 论证 中 ,如 果 a = 0, W jul =1, H 
Brezis-Lieb 引 理 推出 ，wk > u Œ LIF. 


如 果 a 二 1， 由 于 wx 不 会 消逝 ， 故 存在 一 列 平移 , 使 得 
ük = ukl + Yk), 


成 为 L4 胎 紧 列 ， 由 于 平移 不 变性 , i 依然 是 极 值 问题 (9.14) 的 极 小 化 序列 ， 
但 却 有 (或许 要 经 过 抽取 子 列 ), a = PE =0, a Sa Le 中. 


VE E(u) 的 下 半 弱 连续 性 (通过 抽 子 列 , Wa, “a F H? P), 
T = lim E(ai) > E(ù) 


即 E(u) 在 条 件 T(w) = 1 下 达到 极 小 ， 从 而 获得 问题 (9.14) 的 解 . 口 


注 记 9.7 极 值 问题 (9.14) 的 解 必 然 是 球面 ( 径 向 ) 对 称 的 . 


确实 , W u 是 极 值 问 题 (9.14) 的 解 , u* 是 的 单 减 球面 对 称 重 排 ， 那 么 


上 本 = (r= 2, 9) (31 页 , Lp 恒等式 ) 
[|Vur |Z < (Vul. (34 页 , Polya-Szegs 不 等 式 ) 


于 是 
I(u*)=I(u) =A, E(u*) < E(u)= 7. 


这 无 异 于 说 E(w*) = E(u) = D Ail Vut? = ||Vull. 根据 函数 对 称 重 排 
的 理论 , wu* = w (或 许 要 经 过 一 个 平移 ). 

四 、 涉 空间 变量 的 情形 

我 们 假设 K € C(R"), K(x) £ Const., 且 满 足 条 件 


lim K(z)=1, K(x)>1 YzeR”. (K) 


|z| 一 co 
在 条 件 (K) F (K 必然 有 界 )， 讨 论 极 值 问题 


Jy = inf{E(u): ue H', J(u) =A}, (9.26) 
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其 中 E(u) 仍 如 上 一 目 , 而 
J(u) = Sion Klul?, ue H1(R"). 


解决 极 值 问题 (9.26) 的 思路 是 将 原来 的 问题 与 其 极限 情形 ( |z| 一 ce ) 联系 起 
来 ， 同 时 考察 辅助 极 值 问题 


Ty = inf{E(u): u € H', I(u) = >}. 


简单 推导 知 Ty 及 五 满足 如 下 齐 次 性 条 件 
R= (NA, D = (APR, (9.27) 
因而 .和 Be Ly 仍 满足 严格 次 可 加 性 条 件 (S)， 而 由 于 条 件 (K), 我 们 有 
DB<T (A>0). (S’) 
确实 , Bou e H 是 工 的 解 , 则 由 极 大 值 原理 ww > 0. 因 1 < K(c) #1, 
J(u) > Ilu) 从 而 得 Jy < Ty. 
Wu, € DIR") 是 .的 一 个 极 小 化 序列 , BH 
J (uk) = | luc? =1, 
| E(up) = J + o(1). 
当然 可 以 要 求 w > 0， 和 否则 用 jux| RE. 我 们 有 


命题 98 Hq e (2,2*), K € C(R") 满足 (K) 且 不 恒 等 于 常数 ， 则 由 
(9.28) 给 出 的 极 值 问题 (9.26) 的 每 一 个 极 小 化 序列 在 LAR") 中 相对 列 紧 ， 因 
而 J1 Tid, 而 问题 (9.12) 有 解 . 


(9.28) 


证 明 1° 排除 消逝 “| 好? 的 任何 子 列 不 会 消逝 , 证 明 过 程 与 K(x) 三 1 的 
情形 完全 相同 . 

2° 排除 两 分 我 们 依然 用 7 的 严格 次 可 加 性 条 件 (S) 来 排除 两 分 . 由 于 
uk © H) PAF, q€ (2, 2*)， 如 同上 一 目 , 通过 抽 子 列 , 存在 we A(R”), 使 
得 wx 在 HHR”) PIKAT u, HEMA (9.16) 到 (9.25) 的 关系 式 . 

此 外 , 注意 到 K(00) = 1, 应 用 引 理 9.5， 由 条 件 (9.18) 得 


l= Sion Klug|? = Son K|ul? + v® + o(1). (9.29) 


第 9 章 凝聚 紧 性 原理 1 ‘269. 


从 而 
vi = lim Tim Í 开 |Eoukl = lim Tim J (£ur). (9.30) 


其 中 po 及 v9 在 表达 式 上 均 与 上 一 目 相同 . 
记 =a, WI(u) =1—a, & E(u) > i-a. 将 证 明 a = 0 BK = 1. 
用 反 证 法 , 假定 0 < a <1 (AT llul > 0), 我 们 断言 


Loo + vi) > Ja- 


这 一 不 等 式 的 建立 与 上 一 月 不 等 式 (9.22) 的 证 明 也 没有 多 大 差异 ， 只 须 最 后 注 
意 (9.30). 这 将 导致 万 > Jat A-a 与 .的 严格 次 可 加 性 条 件 矛 盾 ， 


3° 极 小 化 序列 的 相对 列 紧 性 “ 今 往 证 w = 0, ML =0. 设 车 不 然 ， 而 


fon Klel = f lult = 1+ 0(1), 
从 而 TUwk) =1+0(1), 故 
Ti < lim Efu) = A, 
这 与 条 件 (S') A <D 矛盾 . 
由 zw = 0 及 (9.21) KS, 


lulla = llully + 0(1), 


XE] up “5 u, 故 由 Brezis-Lieb 引 理 知 , up > u E LI(R”) 中 ， 口 
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按照 PL. Lions [141], 第 二 类 凝聚 紧 性 原理 处 理 那些 紧 性 缺失 的 变 分 问题 ， 
其 中 紧 性 的 丧失 来 自 变 分 问题 自身 在 局 部 非 紧 致 群 作 用 下 的 不 变性 ,如 伸缩 变 
换 ， 因 而 凝聚 现象 可 能 在 有 限 点 出 现 . 

本 章 将 给 出 若干 具体 问题 下 , 第 二 类 凝聚 紧 性 原理 的 简约 形式 , 为 后 来 作 
者 对 原文 的 简化 , 它们 能 够 同时 处 理 有 限 点 和 无 穷 远 点 的 凝聚 . 


第 一 让 ”核心 引 理 


下 列 引 理 是 第 二 类 凝聚 紧 性 原理 的 核心 , 它 产生 的 背景 可 在 以 后 各 节 的 其 
体 问 题 中 看 出 . 


引 理 10.1 (PL. Lions [139, 141) #2 1<p<q<oo, Rp, v ÆR” 上 的 两 
个 有 限 正则 测度 ， 满 足 


( J erar) ” <o(/ eran)" VE € C™(R"), 


其 中 CC > 0 是 不 依赖 于 & 的 常数 ， 则 有 非 负 数列 ni 及 点 列 zi CR”, 使 得 


OO Q 
v= XO riða; AL 5 PAA < OO. 
1 1 


证 明 测度 的 正则 性 保证 CSR?) 在 LP(p) 及 Lw) 中 稠密 ( 见 318 页 
Lusin 定理 ),， 引 理 中 的 不 等 式 对 于 所 有 E c Lao Low), ERRA KEHE 
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的 阶梯 函数 & 成 立 . 不 失 一 般 性 , 可 设 g > 1, p = 1. 于 是 对 于 任意 具 紧 文集 的 


阶梯 函数 T, 
q 
frase (fa) (10.1) 


由 上 上 式 不 难看 出 wv 关于 /绝对 连续 , Bll v << pe. 根据 Radon-Nikodym 定理 ( 见 
316 页 定理 B.1), 存在 非 负 jy 可 积 函 数 h, 使 得 dv = hdp. 故 (10.1) BA 


q 
fireman sc ( fitan). (10.1) 


我 们 须 证 明 v SCR AE TCE. 
1° E h= Xp 是 有 界 Bore R E 的 特征 函数 ,我 们 断言 , v EE LHZ 
EILA. PRR, 存在 FER to 及 正 数列 {am}, am 上 0， 集合 列 


Fm= {rEE: am4ı < |£ — Tol < am}, 


Wife E = F Em, AWE (Em) = p(Em) = um > 0. HWE u 的 有 限 
PE, > Lm <oo. 记 Tm = Diem Hk?’ 根据 正 项 收敛 级 数 的 Dini 定理 (HL 《 微 积 
分 学 教程 》 第 二 卷 第 11 章 ), RIE 


oo M M 
5Y = ow, Pm oo 
Tm 1/q 

m=1 m=1 ‘mm 


记 xm 为 Em 的 特征 函数 , $ 


WW fm FLA SMR. 将 fn 代入 不 等 式 (10.1) 左边 , 得 
J a= f faoa ay 


= > | lfm (x) (%h(x) dp (10.2) 
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将 fm 代入 不 等 式 (10.1) 右边 的 积分 , 得 


lfm(z)|du = |fa(x)| aye 
J Tja 二 人 k 


(10.3) 


(10.2) 及 (10.3) 与 不 等 式 (10.1) FE, 故 v EE EASE Br Sea, Arti 
v EE LINEA AR. 


2° Æ h fe AY we 可 积 函 数 , 则 hh 可 写 为 


h= >》 amXm， (an >0) (10.4) 
m=l 
其 中 xm 的 支 集 Fn AW AA, Fn 是 有 界 Borel 集 . 


由 于 (10.7 对 于 Am = amxm ( < h) 均 成 立 , 因而 在 Fm 上 的 支 集 为 有 
限 集 . 故 


oo 


sppt(v =U sppt(v|z,,) 


m=l 
为 至 多 可 数 无 穷 点 集 . 
id sppt(v) 全 {x1, z2 p W 


v= > Unbam: (vm>0). 
取 f= Xfzw) 代入 (10.1), 得 
vat <C'u({tm}), m=1,2,. 
将 上 式 累加 便 得 


5 vila < C'u(R”) < œ. 


m>1 


这 样 便 完 成 了 引 理 的 证 明 . 
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第 二 节 ”最 佳 HLS PAM 


本 节 讨 论 n 维 空间 中 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 (HLS PER) BRE 
常数 的 极 值 函数 的 存在 性 问题 . 

我 们 知道 , 在 及 ”上 成 立 如 下 HLS 不 等 式 ( 见 第 334 页 附录 C). 

Hllux |z| le < llull, Vu ER”), (10.5) 
其 中 p, q, 入 满足 关系 
mo Fy Alyy) (10.6) 
人 2 一 入 p n q 
H 为 最 佳 HLS 常数 ， 也 就 是 使 (10.5) 式 成 立 的 最 小 正 的 常数 . 

不 等 式 (10.5) 的 一 维 情形 由 Hardy-Littlewood [112] 证 明 ， 一 般 情 形 由 
Sobolev [186] 证 明 (也 见 Sobolev [187]), 现 统称 Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 
式 , 参见 附录 C 定理 C.7 及 其 证 明 . 

我 们 关心 的 问题 是 (10.5) 中 的 最 佳 常 数 H ERARA u c LPR”) 
取 到 . 这 就 导致 研究 极 值 问 题 


H £ inf {1/J(u) : E(u) = 1, u € LI?(R")), (10.7) 


O<A<n, l<p< 


其 中 
J(u) = ||K* ulg, E(u) = ulp. (K(2) = |e) 


HPR J(u) 及 E(u) 既是 平移 不 变 的 ， 又 是 伸缩 不 变 的 (由 关系 (10.6) HE 
出 ), EDE (10.7) 不 具有 紧 性 条 件 ， 甚 至 在 局 部 也 不 县 备 ， 普 通 变 分 法 便 不 
能 用 于 解决 极 值 函 数 的 存在 性 问题 . 本 节 将 用 凝聚 紧 性 原理 证 明 ,HH 可 被 某 个 
PR u € LP(R”) 取得 . 


一 、 关 于 HLS 不 等 式 的 几 点 注 记 


1. HLS 不 等 式 成 立 的 必要 条 件 . 


先 分 析 指 数 p, A, q 间 的 关系 . H p KE 分 别 表示 p, q 的 Holder 对 偶数 ， 
则 关系 式 (10.6) Ke 


l<p<q, qA>n, pA>n. 
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我 们 指出， 条 件 (10.6) 是 HLS 不 等 式 (10.5) 成 立 的 必要 条 件 . 事实 上 , 在 
伸缩 变换 
bof & FC Jojo”, (10.8) 


下 , 简单 换 元 积分 表明 
lofllp = Ifl NE* (of) lla = OMA fla 


其 中 j=2 一 2 十 n 一 入 所 以 车 不 等 式 (10.5) 成 立 , 则 对 所 有 o> 0 有 


ot |K* fila < Cllflle, 


n 
P 


这 只 有 在 = 0 时 才 成 立 , 即 (10.6) 成 立 , 这 也 顺带 证 明了 泛 函 J(u) X E(u) 
的 伸缩 不 变性 . 


此 外 , p= 1 时 ，(10.5) 一 定 不 成 立 . 事实 上 , W Je X Friedrichs 正则 化 算 
F., 若 (10.5) XIF p= 1 K3, M 


| * (zs<sClvel = C, 
Selo, WK Je 2 |zl->( 见 第 326 页 ), 根据 Fatou 引 理 ， 我 们 将 有 je> 
ATF LA, 但 这 不 是 事实 . 


2. 从 HLS 不 等 式 到 Sobolev 不 等 式 . 


HLS 不 等 式 的 重要 性 在 于 它 可 导出 Sobolev 不 等 式 . 确实 , 设 f € A(R”), 
对 于 任意 一 个 n 维 单位 向 量 w, 根据 微 积 分 学 基本 定理 有 


f(z) = -f Ê fæ + wr)dr, 
对 所 有 方向 积分 , 即 在 单位 球面 S"-! 上 积分 , 我 们 有 


_y)-V 
/0 EY, 
FR, ier 
os > | ay, (10.9) 


BN |f(z)| < Calie > VFI 如 果 1 <p <n, 应 用 HLS 不 等 式 (10.5) 便 得 
Il f llep/(n—p) < CIV filly 
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这 正 是 1 <p<n, m= 1 情形 的 Sobolev FÆR, HERR, 便 得 一 般 情 形 
m > 1 的 Sobolev 不 等 式 . 
p = 1 时 ，Sobolev 不 等 式 不 能 由 HLS 不 等 式 直接 导出 .用 初等 方 


法 ，Gagliardo [102] 与 Nirenperg [156] 给 出 包含 p = 1 情形 的 Sobolev 不 等 
式 的 证 明 , 参见 Gilbarg-Trudinger [106] 及 Aubin [5]. 
二 、 极 值 函 数 的 存在 性 
1. 变 分 方法 . 考虑 带 参数 6 的 条 件 极 值 问题 
Hp = inf {1/J(u) : u € LP(R"), E(u) = 8}. (10.10) 
显然 , H= HA, 而 Hg = 6-H. Fq >p Hg 满足 严格 次 可 加 性 条 件 


Ho4g < Ha + Hg, a, 8 >O. (S) 
设 up € LPR”) 是 极 值 问题 (10.10) 相应 于 Hi 的 一 极 小 化 序列 , 即 


1 
按照 第 一 类 凝聚 紧 性 原理 ，{|ux|?} 可 能 发 生 消逝 , 也 可 能 两 分 , 或 者 {uk} 或 
其 子 列 经 -一 列 平 移 后 LP 胎 紧 (由 于 平移 不 变性 , 仍 是 极 小 化 序列 )， HTA 
J(u) 及 E(u) 在 伸缩 变换 


Ub o™P u(-/o) 


下 保持 不 变 , 更 增加 了 一 种 可 能 性 , ws 的 值 向 某 些 有 限 点 凝聚 . 例如 , BEAR u 
就 是 Ay 的 极 值 函 数 ， 由 于 伸缩 不 变性 ，ws 全 o ulo) 仍 是 极 值 函数 ,但 
SUES BE o 一 0 而 向原 点 附近 小 察 . 

为 了 从 可 能 包含 凝聚 点 的 H 的 极 小 化 序列 wi 中 重 构 一 个 在 L? 中 收敛 
的 极 小 化 序列 ， 关键 依赖 jur? 的 凝聚 函数 序列 


Qu, (t) = sup f jug|?da2, t>0. 
yER” Jy+B: 

由 于 严格 次 可 加 性 条 件 , lusjP 不 会 两 分 . 而 要 防范 消逝 与 凝聚 , 由 于 伸缩 不 变 

性 及 平移 不 变性 , 可 以 通过 -- 列 变换 


ük = 7 (ks oR) (te) SOR" Purl (+ Yk)/ok) (10.11) 
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重新 规范 极 小 化 序列 的 行为 , 使 得 Bz.(1) = 1/2， 这 样 新 的 极 小 化 序列 i A 
不 会 消逝 也 不 会 向 一 点 (包括 无 穷 远 点 ) RR, 而 按 LP 范 数 收敛 于 一 个 函数 
ur CEE Hy RARE PAB. 


定理 10.2 设伏 是 极 值 问题 (10.10) (8 = 1) 的 任意 一 个 极 小 化 序列 ， 则 
存在 点 列 yk E R”, KF oj > 0， 使 得 在 变换 (10.11) 下 ， 新 的 极 小 化 序列 tip 
在 LP(R") 中 相对 列 紧 ， 而 最 佳 常数 日 二 Hi HER BR 


定理 的 证 明 主 要 依赖 HLS 不 等 式 情形 的 凝聚 紧 性 引 理 , 即 引 理 10.5. 我 
们 把 定理 10.2 的 证 明 放 在 最 后 完成 . 


2. 辅助 引 理 . 


我 们 知道 ， 由 于 伸缩 不 变性 ， 从 LPR”) 到 LICR”) PBR ur Ku DE 
紧 的 ,甚至 在 局 部 也 不 是 紧 的 . 尽管 如 此 ,以 下 两 个 引 理 表明 ,这 个 映射 仍 具 
有 较为 良好 的 特性 . 


引 理 10.3 34 {ug} C LP(R") RA ur uF L +F, 则 Kxup > Kau 
FR" 中 . 

证 明 记 xp, 为 闭 球 Ba ( 球 心 原点 , 半径 d) 的 特征 函数 ,将 K 分 解 为 

K = Ka+ K, 

其 中 Ka=xa,K, K*=(1—xp,)K. 
A K = je, 1< A< n, pA>n, BINA Kae Ll K KAE 7P 

iE pk 二 Up 一 Vw W pp 0 E LPP. 将 Kx py t ERIAN: 

Kx ok = Kax pk + Ket pp. (10.12) 


先 分 析 (10.12) 式 右 端 第 一 部 分 . 因 ull。 < lim jurlls。 = 1, 我们 有 lorlo < 2， 
根据 Young 不 等 式 ， 


|Ka* prllp < ||Kallillvelle 
<2\|Kalli 一 0，(d 0). 


即 当 d > ORT, ||Kax pello 关于 大 一 致 趋向 于 零 . 故 存在 数列 由 | 0, 使 当 
了 一 00 时 关于 一 致 地 有 OLA 15 页 命题 1.18) 


Ka,* pk == 0 (dj | 0). (10.13) 
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另 一 方面 ,对 于 固定 的 dg， Kee L, HF pw 在 IP 中 弱 收 敛 于 零 , 所 以 
Kdx* pplz) = [Re — y)pr(y)dy — 0 (10.14) 


对 于 x e 了 ”几乎 处 处 成 立 . 联合 (10.13) 与 (10.14) 就 证 明 KK* ok 几乎 处 处 收 
AF 0, Bl Ke wr 5 Kexu FR. 口 


引 理 10.4 假设 在 LL 中 ,序列 up — wu， 如 果 jus 是 胎 紧 序 列 ， 则 
|K* al 也 是 胎 紧 序列 . 


WEAR 设 R, M 是 两 个 充分 大 的 正 实数 , 并 设 RR < M. 将 函数 fe LR 
势 函数 K 分 别 分 解 为 


f=fit fe, 其 中 fi = fxBa, fo = fror 
K= K,+ Ko, 其 中 Kı = Kxpy; Ko = Kxom. 


这 里 Xen 表示 BR 的 特征 函数 , 而 Ba 则 是 中 心 在 原点 ， 半 径 为 RKR, CP 
为 其 补 集 . 不 难 发 现 


[A flly, cm < ||K2* filla + |» folla. 


对 上 式 右 端 第 一 项 用 Young FER (注意 Ag >n) ZH HLS 不 等 式 , 我 
们 有 
lK fllgom < ||Kalla :filli + Cl flp- (10.15) 
选取 M >> RAGE || Kollq(Vol(Br))? < R-!. X fil 应 用 Holder 不 等 式 得 
[Kx fll, om < RIFI + Cll fallp, (10.16) 
将 (10.16) APEI f H wr 替代 , 注意 lua llp 一 致 有 界 , 则 当 RR 一 oo 时 


k 
(urlo er => 0) = (|K* url cor 0), 


BN [eo |? 的 胎 紧 隐 含 |K up|? 的 胎 紧 (这 里 1 (k) AHF kh BUSH). =o 


第 10 章 凝聚 紧 性 原理 1 . 279 . 


3. HLS 不 等 式 控制 下 的 凝聚 紧 性 引 理 . 
Ep, q, 入 满足 0.6), K = |z|-*. Ruy 是 LP ARI, BA, 通过 抽取 子 
列 , FE ue LP, p © MR”) 使 得 


uz 一 wu 在 LP 中， (10.17a) 
lu 二 pn 在 M(R") 中 ， (10.17b) 
| 大局 — WHllvar + Hoos (10.17c) 


其 中 poo > 0 由 (9.9) REX, 但 其 中 fe = ju. (10.17a) KA L? 空间 的 自 友 


性 , (10.17b) 及 (10.17c) 由 引 理 9.4 推出 . 


根据 HLS RER, {KK* up} C 59， 且 依 引 理 10.3, Kx wk > Keu. id 
Ox = uk — u, 应 用 引 理 9.5, FRESHER, 存在 有 限 正 则 测度 v 使 得 


[IK*0kl9 sv EMR”) 中 ， (10.18a) 
IK#* url — IK * ull + lvllvor + Yoo, (10.18b) 
其 中 Voo > 0 定义 为 (9.9) RA, 但 其 中 fr 一 [IK* ukli. 


因此 , 对 于 L 中 的 有 界 序列 而 言 ， 作 以 上 假设 是 自然 而 然 的 . 现在 叙述 
并 证 明 本 节 的 核心 引 理 


引 理 10.5 设 p, q, 入 满足 (10.6)， 设 序列 {up} C LR?) 满足 (10.17) 及 
(10.18) 所 列 诸 条 件 ， 记 0 二 8， 则 通过 抽取 子 列 ， 存 在 v; > 0， ZJ RHP 
7EJCN, 使 得 


(a) V = DVj6zx,,) yy < œ, 
(8) luP +E (Hri) ór < p, (Hvæ)? < Hæ- 

证 明 1° 给 定 &,， HAMMAR AXE. 根据 引 理 10.3 知 , 条件 (10.17a) 
KE K x (Eup) “> K x (tu). 依 Brezis-Lieb 引 理 , 我 们 有 


IK (E060) < NE (64) If + NE (Eg = |= (Eug) I + ol1). 
于 是 根据 HLS 不 等 式 得 ， 
1/ 1/ 
mm ( [+ Go) a2) < (| (EwPaz) +o) (1019) 
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我 们 断言 ， 当 大 00 时 ， 
[K+ eode- /ereedaz=o0D， (10.20) 


FH, KEE 换 作 1 — €, (10.20) 依然 成 立 . (10.20) 的 证 明 将 在 最 后 第 3° RA 
Hi. 联合 (10.19) 及 (10.20) 两 式 得 


1/q 1/p 
mm ( f epiko) < (feria) +00), (10.21) 


$ k> co， 上 式 过 渡 到 极限 便 是 


1/ 1/p 
HM (/ eav) ‘ < (/ Pan) . (10.22) 


由 于 € 的 任意 性 , 及 测度 u, v 的 正则 性 ,有限 性 ， 上 式 对 所 有 具 紧 支 集 的 有 界 
Borel 可 测 函 数 & 成 立 , 应 用 引 理 (10.1) 便 获 证 引 理 的 论断 (a). 


2° 在 (10.22) F, 取 = xip JEJ, 便 得 
(Hij)? = (Hv({x;}))® < w({aj}), VIET. 
由 此 , 对 于 任意 Borel 可 测 集 E, 我 们 有 


(So (Hv) ôs, )(E) < p(B). (10.23) 


其 次 , 对 于 每 个 有 和 界 Borel PTW RAK E HIRA, éus = éu 于 LR”) 
H, HEH 1.3， 


[gull < lima gual = eran 


WE= xe HA 
[uP (E) < p(E). (10.24) 


由 于 测度 lul? 与 每 个 Dirac 测度 互 为 奇异 , Hee (10.23) 与 (10.24) 导出 
|u|? + E (Hv) ss, <u Bore RE. 
往 证 (Hvo)? < Hoo- 设 YR = l — XBp; 依 (10.20) 及 其 后 说 明 ， 


| lex orbas- f lonllK» or ds = o0). 
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由 Brezis Lieb 引 理 ， 上 式 变 为 
[K+ (enw)? f oniks ult = f IK oro- oak u] + ol). 


注意 , |K* (yru)|lq < Cllprullp， 故 随 着 R > co， 上 式 右 端 两 积分 将 趋 于 0. 
于 是 由 vo 的 定义 , 应 用 HLS 不 等 式 得 


(Hv.)° = H° lim lim ||pRK= ur lo 
6 . Te 
=H lim lim||K» (prue) ig 

< li T p_ . 

< Jim lim lpaurlls = Hoo 
这 样 就 完成 了 引 理 10.5 的 证 明 . 
3° (10.20) 式 的 证 明 Hig 

Pr(T) = Kx (€6,) — E(K Ok), 


只 须 证 lekla > 0. 一 方面 , 因 & 具 紧 支 集 ， 故 序列 t0 胎 紧 ， 依 引 理 
10.4, |K» (£97) 胎 紧 . 这 意味 着 ， 当 Ro 时 , 关于 上 一致 地 有 


1 (k) 
[Bxlla, tzlzR} —— 0. 


故 只 须 在 球 域 B 上 证 明 | 如 le 一 0- 
而 在 男 一 方面 , FA), 一 OF LPH, 依 引 理 10.3, gele) #5 0. 如 果 我 们 
能 证 明 ||bi lls < C 对 于 某 个 s > 4 成 立 ， 则 在 任何 有 界 区 域 Q 上 | 和 luo -0 
(参见 命题 1.19). 看 得 出 
dx(z) = J El) EEDA) dy a / R(x,y)Ok(y) ay. (10.25) 
mh R? 


|z — y| 


H(x) = |e} #r<1, H(x)= |e 车 z>1， 


ABA H E LR”), 其 中 7 = À (E > 0 充分 小 ). BIN [R y)| < CeH(x—y), 
我 们 有 


lk(2)| < Ce(H* |e) (2), 
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应 用 Young PER, FE s >q (2 = 一) 使 得 


S q 


IIPells < Cel Ellr lellp < Ce, 


H lorla 一 0. 这 一 结论 照样 成 立 ， 如 果 我 们 将 上 换 作 1 一 《， 因 为 对 于 两 者 
bx (x) 均 具 有 相同 的 表达 式 (10.25). 这 样 便 完成 了 (10.20) 式 的 证 明 . o 


4. 定理 10.2 的 证 阴 . 
设 up 是 极 值 问题 (10.10) H = Ay 的 一 极 小 化 序列 ， 由 于 平移 不 变性 及 伸 
缩 不 变性 , 存在 点 列 yg E R”, Bil ok > 0, 使 得 函数 列 


dix (-) © ul C + ye) 


仍 是 H 的 极 小 化 序列 ， 且 对 应 的 凝聚 函数 列 满足 


1 
Qa, (1) = sup f [rl? dz = f lūk dz = =. (10.26) 
yER” Jy+Bı Bı 2 


将 这 个 新 的 极 小 化 序列 ty, 重新 命名 为 wk. 通过 抽取 子 列 , wx 在 L? PKA 
Fu, 并且 满 足 引 理 10.5 的 条 件 , (10.17) 及 (10.18) 中 各 式 . 特别 
l= lurli = llullvar + Ho- (10.27) 
我 们 将 证 明 |jullp = 1, 于 是 根据 Radon-Riesz 定理 , u, > u F L 中. 因 
JE H = lim ||K* ugllp? = ||K*ullp?, Blue L? ERER H 的 极 值 函数 . 
记 |lullp = a, 根据 (10.27), 应 用 引 理 10.5 的 结论 (8) 得 
a+ PE usn) < 1. (10.28) 
Al wi © H = Ay 的 极 小 化 序列 ， 由 (10.18b) 及 引 理 10.5 的 结论 (a) 知 ， 
H- 1 B 1 
[K* usla +00) || K* ulg + Zuo” 
由 (10.29) 出 发 , 并 注意 HPK wl|3 < a (HLS 不 等 式 ), 我 们 有 如 下 推理 过 程 


(10.29) 


1= (Hllk* ull? + Oyu.) (由 (10.29) 式 ) 
< (a + Do Hr)’ (HLS 不 等 式 ) 
Sa + ju (Hv)? (0<6<1) 


<a+l-a=l, (由 (10.28) 式 ) 
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这 说 明 上 述 每 个 不 等 式 均 为 等 式 , 故 aq/p, Hy; (j EJ) Hvo 中 有 且 仅 有 - -个 
不 为 0, 并 且 等 于 1. WE Hw = 1, 此 时 由 (10.27) 及 引 理 10.5 之 (8) p= br 
这 与 (10.26) 矛盾 ; WR Hvo = 1， 此 时 jy 三 0, 同样 原因 ,照样 与 (10.26) 巴 
盾 ; 故 lull} = a = 1. 定理 10.2 证 毕 . 口 


第 三 节 ”最 侍 SOBOLEV 常数 


一 、 最 佳 Sobolev 常数 
设 n,m > 1 是 整数 ,实数 p> 1 满足 mp <n. Wq = 一 2 ， 我 们 知道 ， 


n=mp 


对 于 齐 次 Sobolev 空间 D™P(R") Ej pw, 成立 Sobolev 不 等 式 : 
S jul} < || D”ullp Vue DPR”). 


其 中 5 = Snmp 是 仅 依赖 于 n,mop 的 常数 , 我 们 取 8 A IERE RARS h 
正 数 一 一 最 佳 Sobolev 常数 . 

关于 Sobolev 不 等 式 的 一 个 初等 证 明 见 Gagliardo [102] 与 Nirenberg [156]， 
也 见 Aubin [5] 或 Gilbarg-Trudinger [106]， 基 于 Hardy-Littlewood-Sobolev 定理 
的 证 明 可 见 本 章 第 三 节 , 基于 几何 测度 论 方法 的 证 明 见 Maz’ ya [144, 145]. X 
于 Sobolev 空间 到 Lorentz 空间 的 撕 入 及 相应 的 Sobolev 不 等 式 ， 见 本 书 第 - -六 
39 页 及 其 间 所 列 参考 文献 . 

本 节 关 心 的 问题 是 最 佳 Sobolev 常数 极 值 函数 的 存在 性 . 也 就 是 说 , 我 们 
将 讨论 极 值 问题 


/ID™ul? 


= inf =. (10.30) 
onc ACR) (J Juja)” 


E m = 1 TSE, 利用 对 称 性 ，T. Aubin (AL [2]) 与 G. Talenti ( 见 [197] ) 
独立 地 证 明 ， 问题 (10.30) FFE ee, 并 且 当 1 <p<n 时， 


K(mp) =n? (= ye Pn +1) e 
n-p PEP ti Ejona) 


其 中 K(n,p) = SP. 而 在 p = 1 时 , 我 们 得 到 通常 的 等 周 常数 : 


Lp’ 
1/n 
K(n,1) = ( n ) 


n Wn- 
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“Mm Alp AIM, 问题 不 具有 对 称 性 . PL. Lions ([139, 141]) 的 方法 不 
依赖 对 称 性 . 本 节 将 用 凝聚 紧 性 原理 证 明 , 最 佳 Sobolev 常数 存在 极 值 函数 . 


二 、 变 分 框架 
我 们 引进 DPR?) 上 的 泛 函 : 
J(u) = liull} 2 E(u) =|P uvl2， 
考 虚 带 参数 8 的 条 件 极 值 问题 
Sg = inf {E(u): J(u) = 8, we D™?(R")} . (10.31) 


这 样 ， 最 佳 Sobolev 常数 5S = Si FFA Sg = B8951， 其 中 98 = p/a. HT 
0 <0 <1, Sg 满足 严格 次 可 加 性 条 件 


Syip < SaSu (A, uw >0) (S) 


SLE, Be {wr} 是 极 值 问题 (10.31) 相应 于 8 = 1 的 极 小 化 序列 ， 即 


E(uk) = ND™ urlls = S + 0(1), 


(10.32) 
J (up) = |url= 1. 


我 们 注意 ， 泛 函 J(u) 及 E(u) 其 有 平移 不 变性 及 伸缩 不 变性 ,确切 地 
Bis J(u) 与 E(u) 在 如 下 变换 下 不 变 ; 


Thou So "(ts), (10.33) 
其 中 及 e RY 为 常 向 量 , o > 0 为 常数 , 因而 极 小 化 序列 (10.32) 一 般 来 说 在 


LAIR”) 中 不 相对 列 紧 , 而 会 发 生 我 们 所 不 期 望 的 凝聚 现象 . 
AiO RARER, PL. Lions 的 方法 是 考虑 pp 全 |ug|? 的 凝聚 函数 列 


Q,(t) = sup f jux dz, vt>0. 
yER” Jy+ Br 


根据 问题 的 平移 不 变性 及 伸缩 不 变性 , 可 选择 一 列 变 换 Ty, 。， 使 得 新 的 极 小 
化 序列 tig = Ty o (ug) 一 重新 命名 为 由， 满足 


Qk(1) = f |juk|1dz = L (10.34) 
JB, 2 
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BORE, 在 条 件 (10.34) F, por 既 不 会 消逝 , 也 不 会 凝聚 在 -点 (包括 无 穷 远 点 )， 
而 由 于 严格 次 可 加 性 条 件 (S)， 也 不 会 发 生 ( 广 义 的 ) 两 分 .最终 ，uk 将 在 
LIR”) 中 强 收敛 到 S 的 极 值 函数 


定理 10.6 设 {ur} 是 极 值 问题 (10.31) 的 任 一 极 小 化 序列 ， 则 存在 点 列 
yk ER", ASI ok > 0， 使 得 经 过 平移 伸缩 变换 ,ii 会 Tyo, (Ua) BAM 
序列 ük Æ LIR”) 中 相对 列 紧 ， 而 问题 (10.31) 有 解 . 


=. D™P(R”) 中 的 弱 收 敛 


1.D™?(R") 中 的 有 界 列 . 设 {ur} 是 D™?(R") 中 的 有 界 列 ， 由 Sobolev 
WRATH {u} 在 Ze 中 有 界 . 由 59 的 自 反 性 ,存在 ur 的 子 列 , 仍 记 为 uk 

使 得 
Up —u FE LAR") 中 . (10.35) 


le 当 p > 1 时 , AF DPR”) WARE, FETI up, 使 得 
D'us 一 D™u 在 PR”). (10.36) 


因为 对 于 任意 有 界 区 域 8, RA WN) — WPO) (0<1< m) HRM, WY 
用 Helley 选择 原理 可 以 证 明 , 存在 up 的 子 列 , 使 得 
D'u, & D'u 在 L (R°) 中 ， (0 入 7 < m) 


loc 


(10.37) 
Uk 22, u E R” 中 . 


2 当 二 1 时 , DP 不 再 自 反 , 然而 根据 定理 1.29, F u € BV™(R") 
(此 时 Dru 是 多 维 向 量 值 的 有 限 Radon 测度 )， 及 wj 的 子 列 使 得 
Du, 一 D™u 在 M(R”) 中 . (10.36") 


因 在 有 界 区 域 上 风 入 BV™(Q) => WHN) (0 和 1 < m) 紧 致 ,通过 抽取 子 
列 ，(10.37) 仍 成 立 . 

对 于 Dm2 中 有 界 序列 up, 我 们 关心 的 是 具有 “ 展 好 ”特性 的 一 个 子 列 ， 所 
以 我 们 在 讨论 中 不 妨 假 设 这 些 抽取 工作 已 经 完成 
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2. 截断 . 

本 小 节 提 供 所 必需 的 截断 技术 . 

第 一 类 截断 ” 取 & € 多 (R"), 我 们 有 

命题 10.7 iu, ug € D™?(R") (p = 1 P} u € By™m(R") ) 满足 条 件 
(10.35), (10.36) ( p = 工时 (10.36)) 及 (10.37). 76 Ôk = up — us 则 


J |D™(€6,) -EDmbkjP = o(1)e. 


证 明 对 于 任意 m BY n 重 指标 a， 由 Leibniz 公式 及 Minkowski 不 等 式 得 
(J ren- evr)" < C5 (/ peop Se). 1038) 
B<a 


上 式 右 端 每 一 项 积分 的 被 积 函数 都 具有 紧 支 集 ， 故 由 条 件 (10.37) 知 ， 各 个 积 
分 随 上 一 co 而 趋 于 零 . 口 


第 二 类 截断 取 截 断 函 数 or = o(-/R), 其 中 $e€ YR”; (0, 1]) 满足 
P(x) =0, jel <l; O(2) =1, |æ| 22 (10.39) 
命题 10.8 APA 10.7 的 条 件 下 ,对 于 任意 1 Sj < rm 成立 
im lim f IDiprD™ uP = 0. 


证 明 FRAN RR1< ji <m, 因为 sppt Dior COR, 其 中 QR EE 
FEKE {R < |z| < 2R}, 故 由 条 件 (10.37) 得 


im | |DiogD™ uy? = f [Dion Dup £ Jp. 


XA |Di gpl? < CR, 于 是 由 Holder 不 等 式 ， 


一 了 ip 一 了 一 了 j 
Ir < CRP. |Bop|™ |D” ullp, Qn < Cp™ Tulp gn 


其 中 pj = pcr 注意 ,由 Sobolev 不 等 式 (p = 1 时 为 不 等 式 (1.27) ), 我 们 有 
Diu e LP), 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 当 R 一 co 时 ， ID™ Full. On 一 0， 从 
i) IR — 0. 口 
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第 三 类 截断 ” 取 截 断 函数 
&(zoz) = 1- 4(=—*) 


其 中 zo CR” 是 固定 点 , o 为 (10.39) 所 定义 . KH E(x, 2) 在 Be(zo) 内 取 1, 
在 Bze(x0) 外 取 0. 我 们 有 
命题 10.9 Hue Dm?(R"), 但 若 p 二 1 时 则 设 w€ BV"(R")) US 
elom, 
I 全 J |D3€.(a9,-)D™ Jul? = o(1), 1<j<m. 


证 明 记 Qs = fe < |z| < 2e}, 类 似 于 命题 10.8 P Ir 的 估计 , 我 们 有 
Ie < CDm -ul ae 由 积分 的 绝对 连续 性 , Te 一 0. o 


四 、 极 值 函数 的 存在 性 


1. Sobolev 不 等 式 下 的 凝聚 紧 性 引 理 .， Kup 是 Dm?(R") 中 的 有 界 列 ， 
定义 


Yoo È lim lim Juz |%d2, foo = lim lim |D”u4,|? dz. 
R-oo k ja|>R R-s0 k ic|>R 


31 10.10 AKF] wk 在 D™P(R") PARR, Hu, 一 u F LR”) 中 . 
760, = up-u 假定 存在 正则 有 限 测度 pp Rv i 


Ope =v 在 MR”) 中 ， (10.40) 
|[D™ up|? > u 在 M(R") F. (10.41) 


记 0 = p/q MBAR {u,} HFA, FEFRICN(J THAR), 以 及 
点 集 {xj ER": 7 € J}, 正 实 数 集 {uj} a 使 得 


(a) v = YY jbx, 5 D? < 00, 


(2) |D™ ul? + SE 3 (vj) On, <p, S(Yoo)® < poo: 
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证 明 首先 指出 , 在 定理 的 条 件 下 ，(10.40) 隐 含 


lult = jup +r =A 在 M(R") F. (10.42) 


1° 经 过 抽取 子 列 ， 我们 不 妨 假设 (10.35) 式 , (10.36) ( = 1 时 (10.36) 式 
及 (10.37) RRS, 并 且 存 在 u © MR”) 使 得 
ID76bp =u EMR?) P. (10.43) 


Ec B(R"), 易 见 E06 € WEP(R?), H Sobolev 不 等 式 得 


se (| eal") <(/ ro 


应 用 命题 10.7 对 上 式 右 端 估 计 , 我 们 有 
1/4 1/p 
Slip (/ elo. ) < (/ ePID" Pac) + o(1). (10.44) 


在 上 式 中 令 天 一 co, H (10.40) 及 (10.43) 得 


1/q 1/p 
gup (firar) < (fieran) (10.45) 


IHT € € DOR”) 的 任意 性 ， 上 式 对 所 有 & © Ce(R") 成 立 . 应 用 引 理 10.1 知 , 存 
在 子 集 J CN 及 {x;}y CR” 使 得 


V= Y jejda A jelvil < oo, (10.46) 
这 样 使 证 明了 引 理 的 结论 (a). 
2° 在 这 一 步 , 将 证 明 结 论 (6) 的 后 半 部 分 , 即 证 Su, < poo. 取 命 题 10.8 


中 的 光滑 截断 函数 bp, 这 样 Op 在 Br ARO, 在 Bor 外 取 1. 由 Leibniz 公式 
Kl 


|D™(oru)| < IGrD™ ul + CY icjem DOR D™ u]. 


根据 Sobolev 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 , 我 们 有 


工 


sè (fohi) (prep +00 (Poap™ ur) 
2 
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在 上 式 中 , 先 令 一 co 取 上 极限 , 再 令 R 00, 根据 命题 10.8， 上 式 右 端 和 
号 后 各 个 积分 趋 于 0, 而 由 于 dp TF Xilzl> 局 与 Xt{lzl>2R} 之 间 ， 故 


dim fim, hha =v, jim Fim | tp" ds = po, 
从 而 SWP(voo)Y9 < (poo) "P, BI S(vo0)? < uoo. 
3° 在 这 一 步 , 将 证 明 结论 (8) 的 前 半 部 分 ,， 即 证 明 
|D™ul? + SE wj) ós; < p (10.47) 


由 于 在 单 点 集 {aj} 上 , |[DruP({r;}) = 0 (p = 1 MI $ 24 H (1.20) R) W 
只 须 分 别 建立 


|D™ ul? < po 在 Borel 集 上 ， (10.48) 
S(r)? < udr} Vi EJ. (10.49) 


先 证 (10.48). 当 p > 1 时 , 由 于 D™u, Æ LPR”) 中 (从 而 也 在 LPR”, |€|dx) 
中 ) IN Dru, WAER 1.3 X Drug RKS u IEKA 


J ED" ude < lim J EIl Du Pdz = J ld, YEE CAR”). 

天 一 Co 
由 于 稠密 性 及 测度 p 的 正则 性 ， 上 式 对 所 有 Borel 可 测 函 数 上 成立, 尤其 可 取 
E = xe 为 Borel 集 已 的 特征 函数 . 从 而 |D™ul? < u. 


“tp = 1th, 根据 定理 1.24, |D™ul < jp 在 所 有 开 集 上 成 立 . 由 测度 |D”ul 
及 上 的 强 内 正则 性 , |[D™ul < u 在 所 有 Borel 可 测 集 上 成 立 . 


现 证 (10.49). XJF E c COCR”), 如 同 我 们 在 第 2° 步 - - 样 , 应 用 Sobolev 
不 等 式 ，D™T(Ew4) 的 Leibniz 展 式 及 Minkowski 不 等 式 , 得 


s( f eu) <(/ Pipl?) + o> (/ Depo" ag)” 


设 0 是 包含 & 支 集 的 一 有 界 区 域 , 根据 条 件 (10.37)， 对 于 了 > 1, Duy, 在 
(Q) 中 强 收敛 于 Diu. $ k — co, 注意 到 (10.42), 我 们 有 


s> (/ raa)’ < (/ Pan)” rey (fiver up)". 
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在 上 式 中 取 & = €.(2;,-) 为 命题 10.9 中 的 截断 函数 ,这样 5 在 Belej) AR 1 
在 Boe(x;) 外 取 0. Se lO, 根据 命题 10.9， 上 式 右 端 和 号 后 各 项 积分 趋 于 0, 
而 由 于 Ee (Tj -) 一 X{aj}? |ée (23, -)|9 <1, [fe (2j, -)|P < 1, 应 用 控制 收敛 定理 得 


SYRIAE] < [uae]. 


因 入 = ju +v, Juy = 0, BANA Arh = vlr 从 而 上 式 便 意味 
着 (10.49). 引 理 证 毕 . 口 


2. 极 值 函数 的 存在 性 . 


定理 10.6 的 证 明 设 {ws} 是 极 值 问题 (10.31) 相应 于 8 = 1 的 一 极 小 
化 序列 ， 即 {up} 满足 (10.32). 通过 抽取 子 列 , 我 们 不 妨 假设 序列 wx 满足 引 
理 10.10 的 条 件 . 由 于 极 值 问 题 的 平移 不 变性 及 伸缩 不 变性 ， 选 择 一 列 变换 
Typo (CT 的 定义 见 (10.33)), 使 得 新 的 极 小 化 序列 ük = Tyron (uz) 一 重新 命 
名 为 Uk» 满足 1 


Qk(1) = 人 lw?dz = 5 


此 外 , (10.32) 及 引 理 9.4 => 下 列 (10.51), (10.32) 及 引 理 9.5 一 > 下 列 (10.52), 


(10.50) 


S = ||[D™ugllp +001) = allvar + Hoo (10.51) 
T= [juxla = Well + lvllvar + Yoo (10.52) 


RIEU |ui = 1. 8 lull =a, W Dul > Sa 我 们 有 


S1 = S = ||LIlvar + Hoo (FH (10.51) 式 ) 
> Dru + SD jue (vs)? ( 引 理 10.10 (8)) 
> Sa +S (Don) (0<0<1) 
= Sa + S(1 — a)? ((10.52) 及 引 理 10.10 (a)) 
= Sa + Sia (Sg 的 齐 次 性 条 件 ) 


因而 a 取 0 或 1( 否则 与 Sg 的 严格 次 可 加 性 条 件 矛 盾 ). 


若 w = 0, 则 由 于 0< 6 <1, vo RE v 中 至 多 有 一 个 不 为 零 ,否则 将 成 
立 严格 不 等 式 51 > Sa + Siar 仍 与 Sg 的 严格 次 可 加 性 条 件 矛 盾 . Hv £0, 
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根据 (10.52), vi = 1, 但 依 (10.50), RIAA n = 1/2， 了 矛盾 ; FF vo = 1; 则 
vy 二 0, 将 导致 Qi(1) 一 0, 仍 与 (10.50) AIA, luli = 1. 


由 (lul = 1 FESO Dmwull8 > Sy. 但 依 定理 1.3 (定理 1.24 关 p= 1)， 


ID™ullyp < lim ||D™ urll = S, 
k 


fe ||D™ul2 = S, BI u € D™ (u € Bym Hp = 1) 是 5 的 极 值 函 数 . 0 

注 记 10.1 当 p= 1 时 , 我 们 不 能 指望 S 的 极 值 函数 仍 属于 DPR”), 
例如 当 m = 1,p = 1 时, 极 值 函数 为 球 Br 的 特征 函数 xe, EME 
S = n(wn_1/n)/", 最 佳 Sobolev 不 等 式 给 出 通常 的 等 周 不 等 式 (A Aubin 
(2, 5], Talenti [197]). 


A. 一 个 全 局 紧 性 结论 

本 目 讨论 凝聚 紧 性 引 理 在 有 界 区 域 上 的 推论 . 本 目 中 我 们 假设 COR" 是 
n> 3 维 有 界 区 域 ， 在 Sobolev 不 等 式 中 , ZE p= 2, q = 2n/(n — 2) 时 的 情 
形 , 遵照 习惯 , 将 g BN. 

1. 有 界 区 域 上 最 佳 Sobolev 常数 的 极 小 化 序列 . 


我 们 知道 , 由 于 伸缩 不 变性 , 最 佳 Sobolev 常数 与 区 域 无 关 . 设 w € HENO) 
是 最 佳 Sobolev 常数 S = Spo 的 一 极 小 化 序列 , 满足 


[Vul = 5S+o(1), lluxlly = 1- (10.53) 


定理 10.11 设 {ur} C HEQ) 满足 (10.53)， 则 存在 {uk} 的 子 列 ， 仍 记 为 
{ux}, 及 zo € Q, 使 得 


tight tight 
lus” “SS 525, [Vue]? > Sôr. 


WEAR 因 {ug} C HEO) c DI (R") 有 界 , 不 妨 假设 在 D1? 中 及 在 LN 
F, |u| =— u. RIA v = 0, 否则 wv 将 在 包含 8 KEDDRE B 上 满足 
—Au = uw-1, 这 与 Pohozaev 恒等式 矛盾 . 根据 引 理 10.10, 我 们 有 


igh i 
jul “ES v= YO ijden Vue)? #5 p> SY v6, (10.54) 
jEJ jEJ 


这 里 的 收敛 之 所 以 是 胎 紧 收 敛 , 沿用 引 理 10.10 的 记号 , 是 因为 vo = Moo = 0. 
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v = by. 根据 (10.54) 的 后 一 式 , p> Sôn, 这 里 必然 成 立 等 号 , 不然 的 话 将 与 
{ur} FES 的 极 小 化 序列 矛盾 . 最 后 ，zo 0, AAE Q bh uy, HRS. o 


2. 一 个 全 局 紧 性 结论 
我 们 知道 , R” 上 的 问题 
—Au=u%"!, u>0 ER” E, we€ED™ (10.55) 


有 了 唯一 一 族 解 ( 见 Gidas-Ni-Nirenberg [107]) 


o z7 
Vros = Cn (= Tex ap! ， (10.56) 
其 中 Cn = [n(n — 2] T. EAT AR y = wo,1 通过 平移 伸缩 变换 Ty 


到 ,其 中 a2 
Tazaou(zZ) =o 2 u(xot+ oz). 
Vno,o 同时 也 是 最 佳 Sobolev 常数 的 极 值 函数 ，||Vwao oll? = ltro oly = Ss. 
MÆ, PZ] Brezis-Nirenberg 问题 ， 


-Au =u +u, u>0 在 QQ 上， ulag =0, (10.57) 
它 的 变 分 泛 函 是 


Inu) = 5 f {vu -se} -fh 


ZE Jy 不 满足 PS.) 条 件 , 然而 , 破坏 (PS.) 条 件 的 泛 函 了 的 值 是 知道 的 . 记 
c* 二 Sjn, 我 们 有 


定理 10.12 (Struwe [192]) 假定 问题 (10.57) 无 解 . HO <u, € HQ) 是 
Jy 的 一 (PS) #3], BP Dy (ur) —> co Ji (uk) 一 0,， 则 cc 是 ce* 的 非 负 整数 倍 ， 中 


c= moe'. 


证 明 与 原来 证 明 不 同 , 这 里 更 直接 地 应 用 凝聚 紧 性 原理 . 证 明 分 4 完成 


1° Sik us Æ HEQ) c DHUR”) PAR, BOK wx 在 HEO) 中 弱 收 
Sit, ARA (10.57) 无 解 ， 这 个 弱 极 限 必然 为 零 . 于 是 url 一 0， 故 wi HH 


第 10 章 BRERA Il - 293 - 


E Jaluk) > c+ lur) 一 0. 由 于 juls 的 平移 伸缩 不 变性 ， 存 在 一 列 变换 
Th = Topor) 其 中 zx E Q, 使 得 v= Thug 满足 


1 
Q(1) = sup f CAN -f luel” = E2, (10.58) 
yER” Jy+ Bi Bı 2 


据 luly 及 Vull 的 平移 伸缩 不 变性 ，w DIY PAR, A 
Jolvk) > c Jaluk) 一 0( 在 有 (8) 中). 此 处 Qk = {(z — Tk)/ak : BEN}. 
通过 抽 子 列 , 不 妨 设 
Vk v 在 DH2(R") 中 ， (10.59) 
vk 一 2 E LR”) FK a.e. FR” 中 ， (10.60) 


此 外 , 根据 凝聚 紧 性 原理 , AT BE (id R” = R” U {00}) 
lY A, [Vo u EMR”) 中 ， 
其 中 入 = uN + Dy Ajbe,» 指标 集 J CNU {oo}. E Jil) > 0 
-Aw = 0 Aa ERE (hekla 一 0)， (10.61) 
2° 用 vg FE (10.61) 式 ， 积 分 得 
Jour) = Jo(ve) = (1/n)llvrliN + o(1) > c- 
用 上 wx F (10.61) R, € 为 Re 上 光滑 函数 ， 积 分 得 
L. ElV vkl? + 人 uRVEVUR = 人 Eug” + o(1). (10.62) 
对 于 每 个 JE J, WE = Elre) 为 命题 10.9 中 的 截断 函数 ,车 zj = co， 则 


ME = or 为 命题 10.8 中 的 截断 函数 ， 先 令 k 一 so， 然后 令 < 一 0 (相应 地 
R > œ), 那么 (10.62) 左 端 第 二 项 Ipen 有 如 下 估计 


lim li = li & (10. . 
jim im |Z ecr) | lim | f VVEVY ( 依 (10.59), (10.60)) 
< ïm (Volla lolly all VElln, a (Holder 不 等 式 ) 


< Tim 21B1 Yolaalollwa =0, ( 积分 的 绝对 连续 性 ) 
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Heh A= {r:e< |z| <2} (RA={e:R<|z| <2R}). 而 (10.62) 左 端 第 
-一 项 及 右 端 分 别 趋 于 ue) 及 Maj) = Ajo TÆ p(z) = Alx) 从 而 由 引 理 
10.10 (8) 得 和 Xj > SP. 
BA; > Sn"/2 及 (10.58), 入 不 含有 限 凝 聚 点 ，J = {oo} 或 为 空 集 , 故 
Jol = 0% + rcodoo 在 M(R") 中 . (10.63) 
这 一 事实 表明 , 在 每 个 紧 区 域 上 , 特别 是 在 B 上 , v SVE LY p, 因而 
oN, = lim llvrllN,B, = 35°?) REA 0 AO. 我 们 断言 


oz dist (Zk, IQ) 一 ov. 


确实 , 因 ug SECA v £0, 必然 有 ok 一 0, 否则 将 导致 问题 (10.57) AAR. I 
用 反 证 法 证 明 断 言 . BAF limo; 1 dist(zk,69) < co, 那么 Qk 一 No 为 一 星 形 
区 域 ( 若 Q 光滑 则 O 为 超 半空 间 ), 由 10.61), v( 关 0) 将 在 Q% 上 满足 
Av 二 v -1 在 Qo 上，wlenw=0 (10.64) 
根据 Pohozaev 恒等式 , v = 0, 了 矛盾. 因此 of dist(z4,00) 一 œ No = R”, 
根据 唯一 性 ,| Yo 人 = oly = Se. 
3° 用 £v Fe (10.64), E 为 光滑 函数 ， 积 分 ， 然 后 与 (10.62) 相 减 ,得 


J efiveee 一 vol? = lek + Hex + o(1), (10.65) 


其 中 
len = /mr -lex= ~ /vefwvwm -ov 中 


如 果 roo = 0, ME = 1, WA Hee = 0» 而 Lee 一 0( 依 (1063)) 于 是 
(10.65) 给 出 ||Vuell2 > Vvll2， 与 (10.59) 结合 , 就 意味 着 |v — vllo 一 0， 
从 而 Joluk) = Jolvk) > Jo(v) = œ~. 

如 果 As > 0s W vp 是 一 LN 两 分 序列 , DAER E E DR"), 那么 Ten 一 0 
( 依 (10.63), Her 一 0 (fK (10.59) 及 (10.60)). 因此 (10.65) 左 端 趋 于 零 ， 与 
(10.59) 及 (10.60) 结合 可 得 Eun 5 Ev Æ D? 中 , 特别 , 取 一 列 & =1—G(-/i), 
Hp o HH (10.39) 定义 , 这样 Ev Sv ED? 因 


lim lim ||Eivk 一 v||p1.2 = 0, lim lim vx ||p1.2 A; = 0, 
i k i k “ 
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ELH Julo = ||Vulle + luly Ac = {x :i<|z| < 22}. 故 可 抽 得 子 列 使 得 
| 人 wx 一 Vllpu2 一 0, lex, | p12, a; — 0. (10.66) 


将 子 列 vp, 重新 命名 为 WwW, i vt = Evy, v? = (1-Gi/)oy, Wo}, v2 > 0. 一 方面 我 
IAT wL) 一 0; Jaw) > e, 另 一 方面 由 (10.61) 及 (10.66) 可 得 , i (v2) 一 0, 
AL, Jo(v?) = Jo ~ J(u!) + 01) > e-e. AHE, 


Nw) 40,  Jo(u?) 一 ce 一 cy (10.67) 


其 中 地 = Tro) 0 = 1.2). 我 们 也 不 妨 假设 好 “4 0 在 AQ) 中 . 

4° 下 面 用 归纳 法 完成 证 明 . 

Hee fe", 2c*) 时 , 和 Aw = 0, FER 3° 步 已 证 得 所 (由 ) 一 ec = c*， 故 命题 对 
m = 1 成立. 


假定 命题 对 于 ce [(m — 1)c*,me*) 成 立 . 现 设 ce [me*, (m + 1)e*). tk 
(10.67) 及 归纳 假设 , c 一 0* =(m—1)e*, Bl e= met. 口 


第 四 节 ”奇异 积分 不 等 式 


一 、Hardy 不 等 式 及 其 推广 
1. Hardy 不 等 式 及 其 证 明 . 1919 年 ，Hardy 在 他 的 论文 [110] 中 发 表 了 
一 个 后 来 影响 深远 的 不 等 式 


2 


f 加 zz < Cna f [Vul dz, Vue D'?(R"), (10.68) 
R” Rre 


Hin > 2. Che = [5]. 一 般 来 说 ， 


|u|? 
Rn |z|? 


dz < Cun f \VulPda, Yue D!?(R*), (10.69) 
Rre 


其 中 1 < p <n, Crp = k] 不 等 式 10.69) 中 的 常数 Crp 是 最 佳 的 ， 而 
H, RIE u = 0, 成 立 严格 不 等 式 ， 
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现在 , 我 们 准备 给 出 不 等 式 (10.69) 的 证 明 . 为 此 , 我 们 需要 一 个 同样 著名 
的 一 维 Hardy 不 等 式 (参见 文献 [111] 及 [113]) 


[ lult? dt < Cpg L lu’ |Pt?+Pdt, Vue D(R4), (10.70) 
0 0 
其 中 6 > -1. 可 以 这 样 来 证 明 (10.70)， 先 分 部 积分 , 然后 应 用 Holder 不 等 式 
(参见 Hardy-Littlewood-P6lya [113]). 

Hardy 不 等 式 (10.69) 的 证 明 


当 u 是 球面 对 称 函 数 时 ,不等式 (10.69) 转化 为 一 维 不 等 式 (10.70), 对 应 
于 B=n 一 p 一 1. Ku Æ u EDR”) 的 球面 单 减 对 称 重 排 ， 则 


p *|p 
|u| EJ] lu*|Pda (定理 132 ) 
ee ze $ Jan eP 
< Crp | Vu Paz (ut 径 向 对 称 ) 
Rr 
< Cap f [Vul?da (Pélya-Szegi) 
Rre 


2. Hardy 不 等 式 的 高 阶 推广 . 
Hardy 不 等 式 (10.69) 有 许多 不 同 的 推广 , 一 种 高 阶 形式 的 推广 是 ， 


lul?dz 


Rn |e? 


< cf |vmalpdz Vue D™P(R), (10.71) 
Rn 


其 中 mm > 1 是 整数 , 1 < p < 2, 而 ym 则 由 21 页 (1.16) 定义 . 当 p > 1 时 ， 
ANE SK (10.71) 的 右 端 可 换 作 等 价 范 数 | PPmu| 多 ( 见 第 21 页 ). 


FH (10.69) 到 (10.71) 的 第 一 个 推广 是 Rellich 在 1956 年 的 一 篇 文章 中 作出 
的 (JL Davies [85], Gazzola [104])， 对 应 于 (10.71) 在 = 2, p = 2 的 情形 . 


不 等 式 (10.71) 的 证 明 ”由 稠密 性 , 只 须 假设 ue 2R \ {0}). > 


f 一 (一 A)m/2u m 为 偶数 ， f 一 (A) Dy m 为 奇数 ， 


W Q=spptu, Wve We? (Q*) (k = [m/2]) 为 下 列 方程 的 解 : 
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这 里 f* 表示 f 的 球面 单 减 对 称 重 排 . 根据 Talenti 比较 原理 ( 见 第 37 页 命题 
1.39, 也 见 Talenti [197]), u* < v a.e. F R”. 4m 为 偶数 时 ， 


Vuln = (A) ally = I llp 
= |[f*llp = |(—A)™/2vly = IV allp, 
当 m 为 奇数 时 ， 
|V"ully = [VF llp = IVF lle = IV" ol 


因此 , 依据 函数 对 称 重 排 的 Hardy 不 等 式 ( 定理 1.32) 及 Talenti 比较 原理 得 
J a < [ ees/ Pdz 
Rn je? 7 Jee |e? ~ Jra |e"? 


因而 ， 只 须 就 球面 对 称 函 数 证 明 不 等 式 (10.71). X F RM YK AM o e 
D(R"\{0))， 应 用 一 维 不 等 式 (10.70), 我 们 有 


J blzledaz< Cpe f [volzlerpdz， 
Rv Rn 


其 中 6 > 一 n, 1 <p<o0. lk, 当 mp <n 时， 


vl?dz Vvl?dz V2uled 
ras so, f Iade <o, f Vos 
R 


n ZImP = n emp 一 R" |e|m-2p 
< cece eee <C Vv? de. 
< <o | vodz 
故 不 等 式 (10.71) 成 立 . 口 
不 等 式 (10.71) 的 另 一 证 明 当 p > 1h, 我 们 也 可 用 到 Lorentz 空间 的 
概念 及 性 质 给 出 (10.71) 的 另 一 证 明 . 记 g = > 对 于 we DR”), 根据 


Lorentz, 空间 形式 的 Sobolev 不 等 式 ( 见 (1.44) ew 我 们 有 ue Le, H 

(wa < CD ullp, 
另 一 方面 ,ve LP = |u © L/P, W je e LP), 注意 到 (gq/p) = 
n/mp, (Y = œ, 应 用 Lorentz 空间 模式 下 的 Holder 不 等 式 ( 见 (1.41) 式 ) 


村 后 人 aa < [hulp lel” In ernp),co 


< Cifu tlap < > C||D™ullp. 
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当 p > 1 时 ， 上 述 不 等 式 就 是 (10.71). 口 


将 不 等 式 (10.71) 与 Holder 不 等 式 及 Sobolev 不 等 式 相 结合 便 得 下 列 
Hardy-Sobolev 不 等 式 : 


1/ 1/ 
a(S SEE) <(fiprapas) , veen. aona 


|x|" 


其 中 p <q <np/(n—mp),1<p<q<n/m,m>1; 而 7 则 满足 
nr nmp _ gn — mp) 
q p p 


(10.72b) 


Z., 最 佳 Hardy-Sobolev 常数 的 极 值 函数 


1. 极 值 函数 的 存在 性 . 不 等 式 (10.72) 表明 , 齐 次 Sobolev 空间 D™?(R") 
可 以 连续 地 财 入 到 加 权 空 间 LAIR”, |x|" da). 本 节 的 主要 任务 是 证 明 不 等 式 
(10.72) 中 最 佳 常数 A TERRERO 也 就 是 说 , 条 件 极 值 问题 


A =inf{||D™ul|> : u € E} (10.73a) 
有 具有 解 . 这 里 约束 条 件 为 
E = {ue D™?(R”): 了 welzl-7dz = 1}. (10.73b) 
须 指出 , 极 值 问题 (10.73) 不 是 平移 不 变 的 , 但 它 是 伸缩 不 变 的 , 确切 地 
说 ， 
极 值 泛 函 E(u) = 1 Dul2 RARER J(u) = flule dz 


在 变换 u > oulo) 下 保持 不 变 . 因而 , 极 值 问题 (10.73) 的 极 小 化 序列 
-- 般 不 会 在 于 中 相对 列 紧 . 

我 们 注意 , MRHAR D KIE Dg, 即 约束 条 件 中 用 6 取代 1, 相应 的 下 确 
界 记 作 Ag, W Ag = BPA = BPA. 故 Ag 满足 严格 次 可 加 性 条 件 

Aaip <Aat+Ag, a, 8>0. (S) 

定理 10.13 极 值 问 题 (10.73) 的 任 一 极 小 化 序列 up 都 可 经 过 适当 的 伸缩 
变换 
4 ola 


Uk Ur(-/on), of > 9, 


使 得 新 的 极 小 化 序列 Ty 在 ETP 中 相对 列 紧 ， 而 问题 (10.73) 有 一 极 小 解 . 
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WEAR 证 明 的 关键 是 将 要 介绍 的 凝聚 紧 性 引 理 ， 引 理 10.14. Wu, 是 极 值 
问题 (10.73) 的 一 极 小 化 序列 ,引进 凝聚 函数 列 


Q(t) = sup f [urls|zl da. 
y yt Be 


， 由 伸缩 不 变性 , 可 选 一 列 正 数 ok， 使 得 新 极 小 化 列 tip 全 op ulo) 
Qi(1) = 1/2. (10.74) 
我 们 需 证 明 lull? = 1. 设 luli = a, W Dul > Sor 我 们 有 


Sı = S = ||D™ ull? + |\vellear + Hoo 引 理 10.10 Ž (8) 
> ||D™ull2 + S(ag + AB) 引 理 10.10 Z (7) 
> Sa + 8 (Mo + a0)? 0<0<1 
= Sa + S(1- a)? 引 理 10.10 È (8) 
= Sa + Sia Sa 的 齐 次 性 条 件 


因而 a 取 0 或 1, 否则 与 Sg 的 严格 次 可 加 性 条 件 矛 盾 . 


Ha=0, 则 由 于 0< 6 < 1, o 及 ao 两 者 中 至 多 有 一 个 不 为 零 ， 和 否则 
将 成 立 严 格 不 等 式 Sy > Sat Si-w I 56 的 严格 次 可 加 性 条 件 记 盾 . 故 
当天 一 otf, jusle T 的 值 要 么 分 布 在 zx = 0 附近 (ao = 1), 要 么 分 布 在 
c= 00 附近 (Xoo =1). Fy, € R” 是 Qi(1) 的 取 值 “中 心 "”， 即 


Q) = J p flai" ae 
Yk 1 


yk 必然 有 界 . 不 然 有 子 列 lyk] 一 co. id g* = wom? EN 


[lure da 


1 
2 ot) = hs lz 六 


Vol -9/9* (B q/q* 
< Taal TIF 2 (f. lu” ax) - 0, 


这 个 矛盾 说 明 yp 有 界 . 因此 ， 由 0.74) HERD, ao = 1, By, = bp. 但 这 与 
(10.74) FE. 所 以 a = 1. 
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2. Hardy-Sobolev 不 等 式 下 的 凝聚 紧 性 引 理 . 
设 {ur} 是 D™P(R") PHAR, 定义 


V% 全 jim lim Jukl! —, (10.75) 
一 co k> J|z|>R |x| 
Loo Ê lim lim |D™ uz |?da. (10.76) 


R-00 天 一 co ja|>R 
引 理 10.14 BK {ur} 在 DmP(R") AR, Hu, “su Le (R?) 
P. iO, = Uk — u RAG AES ENA RR BY 满足 
Oke "7 Sv 及 Du P >u 在 M(R") F. (10.77) 


it = p/q HF m, p,q, r 满足 (10.72b) 那么 , 通过 抽取 {up} MFR, KAN 
有 如 下 结论 


(a) v = voðo, vo > 0; 
(8) |D™u|? + A(vo) 60 < u, Avo)? < uo. 


证 明 引 理 10.14 的 证 明 与 Sobolev 不 等 式 下 的 凝聚 紧 性 引 理 ， 引 理 10.10 
的 证 明 几 乎 完全 相同 ,所 不 同 的 只 是 论断 (a), 现在 证 明之 . 


通过 抽 子 列 ， 我 们 可 进一步 假设 上 一 节 中 {wx} 的 收敛 性 条 件 
(10.35)— (10.37) 成 立 ( 当 p = 工时 (10.36) RZ). FF RRA D™P(R") G 
LAR”) 的 局 部 紧 致 性 , 我 们 有 


Uk >u 在 LE.(R") 中 
a.e. (10.78) 
uk —> u 在 R P 


给 定 p € DAR”), EMRE LR”, yp|z|-") 上 应 用 Brezis-Lieb 引 理 , 得 
pluxrl? dz plul?dz pIOk dz ， 
f pude _ | de + |x|? + ofl)y. 
n |z] n |z] Re lef 


lult 2 Juje + 2. EMR”) 中 . (10.79) 
顶 多 再 次 抽取 子 列 , 我 们 可 设 


|DO P 一 pw E MR”) 中 . (10.80) 


故 有 
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wee E E QR"), AH E06 E Wo"? (R”), 由 Hardy-Sobolev 不 等 式 (10.72) 得 


ave( reese)" <(f pnggPaz] 


与 不 等 式 (10.44) 的 证 明 几 乎 完全 相同 , 顶 多 再 抽 子 列 , 我 们 有 
T 


/ 1/ 
ave [elon SMETI [isripmosrar) +o. aoso 


EER PS k 一 oo, (10.77) 及 (10.80) 得 


ave ( / tan) <(/ Pans) ee G(R"). 


应 用 引 理 10.1 得 


d 
|z 


DO CD 
v=) bc， 且 >》 | 四 < o, (10.82) 
j=l j=l 


其 中 v; > 0. 在 任意 紧 区 域 全 CR"\{0} 上 , 根据 (10.78), 我 们 有 jpkljzl 一 
0 在 LLQ) 中 ,因而 从 (10.79) FAH, pO = 0. MA zj 关 0， 则 必然 
Vj = 0. 口 


注 记 10.2 当 m = 1 时 , 可 通过 对 称 化 及 常 微分 方程 的 方法 , KE 
(10.73) 的 最 佳 常数 A, 可 参见 Lieb [135]. 


注 记 10.3 不等式 (10.72) 及 定理 10.13 有 多 种 推广 ， 比 如 将 势 函 数 e|" 
换 作 更 一 般 的 函数 K, 


lim K(z)\z|"" =a > 0, Jim K(x)\|z|"" =8>0. 
注 记 10.4 当 p = 二 9 时 , BIW Ag = BA. Ag 不 满足 严格 次 可 加 性 条 件 ， 这 
里 的 方法 不 再 适用 . 但 同时 , 极 值 问题 (10.73) 也 没有 解 . 


=. KF HARDY 不 等 式 的 若干 注 记 


近年 来 ， 人 们 对 Hardy 不 等 式 进 行 了 更 深入 的 研究 , 发 现 了 新 的 应 用 ,对 
此 , 这 里 作 一 些 注 记 ， 
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注 记 10.5 Hardy 不 等 式 (10.69) 中 的 常数 Cnp = [p25]? 是 最 佳 的 ， 这 


一 事实 直到 1995 年 才 为 文献 Peral-Vazquez[167] Arik. 此 外 , MFO Au € 
D1'?(R")，Hardy 不 等 式 (10.69) 成 立 严 格 不 等 式 . 


注 记 10.6 Hn = 2 时, 没有 相应 于 (10.68) 与 (10.69) 的 不 等 式 . 但 当 
QCR 为 包含 原点 o MAAK RIN, 沈 铬 天 证 明 ( 见 文献 [238]) 

lel? 

JQ |z|? 


其 中 及 是 包含 Q 的 最 小 球 BR(0) 的 半径 . 这 里 常数 4 也 是 最 佳 的 , HEPR 
STE, 成 立 严 格 不 等 式 


-2 
(10g E) dz < 4 | Vua, Yue W,'7(Q), (10.83) 


7210.7 KO 是 包含 原点 o 的 有 界 n > 2 维 区 域 ， 将 不 等 式 
(10.68), (10.69) 与 不 等 式 (10.83) 联系 在 一 起 ,写成 如 下 不 等 式 


var 52) {Eo f ME (tog 2) 
Lv (5 ) Lie? p(s) ， (10.84 
HN R fe ALA KI HAM. Adimurthi-Sandeep [15] 证 明 , 不 等 式 (10.84) 在 以 下 
两 种 情形 成 立 : 人 41<p<nHy>2h; (iD “pan Ay>nit. 在 情形 
(i), WRp=2,7=2, WC=1/4; 在 情形 Gi), WC = (=), 


最 后 , 关于 Hardy 不 等 式 在 偏 微分 方程 问题 中 的 应 用 , 可 参见 Cao-Li [64], 
ATE [238] 等 及 其 参考 文献 


附录 A REA lal a Fe 


As Bil th Be EY AR LE EA SE AS ETT, BR Brezis-Kato 1E W4 314E 
外 ， 其 余 材 料 都 可 从 Gilbarg-Trudinger [106] 中 技 到 或 推出 ， 


设 QCRR"* 是 n>>2 维 有 界 区 域 . 本 章 讨论 如 下 算 子 
Lu = at O00 + PiBiu + cu, (A.1) 
Ha = ait, b R e RER 上 的 实 函数 . 我 们 说 工 是 
1) 椭圆 的 , UR RAGER Alx) = (az5(z)) EO 上 是 正定 的 ; 
2) 严格 椭圆 的 , 如 果 系 数 算 阵 Alx) 的 最 小 特征 值 X(z) > Ag, 其 中 ào > 0 


3) BOREH WR 4(z) 的 最 大 特征 值 A(z) 及 最 小 特征 值 和 (x) Ha, 
及 A(z)/Az) 在 Q LAH. 


一 、 上 古典 极 大 值 原理 


在 本 目 中 , 我 们 假定 [5:(z)/A(z)| < const 有 界 ， 并 不 强调 L ARGH 
性 . 先 介绍 


定理 A.1 ( 弱 极 大 值 原理 ) 设 工 在 人 9 中 是 椭圆 的 ， 且 c= 二 0 wR uce 
C2(Q) NCD) 满足 
Ru O MR AE FERIA) AE OQ 上 达到 . 


定理 A.2 (Horr 强 极 大 值 原理 ) 设 世 在 QQ 中 是 一 致 椭圆 的 ，c 过 0 且 ceAA 
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AR. 如 果 we C2(Q)NC(Q) 满足 ， 
Lu>0 (Lu<0) 在 9 中 ， 


R) u EO 内 不 能 达到 非 负 最 大 值 ( 非 正 最 小 值 ), 除非 必 恒 等 于 常数 . 
当 wlan =0 时 , 定理 A.2 中 c< 和 0 的 限制 可 去 掉 ( 见 Serrin [183] ) . 


二 、Schauder 估计 


在 椭圆 方程 的 理论 中 , Schauder 估计 占有 非常 重要 的 地 位 , 这 部 分 内 容 可 
在 Gilbarg-Trudinger [106] 中 找到 . 为 方便 起 见 , KL 的 系数 都 是 上 指数 为 a 
的 Hilder 连续 函数 ,并 且 存 在 正常 数 入 与 A 使 得 在 上 有 


Ma) >A A max{lla®), 1l, lel Jeen < A- (A.2) 


我 们 将 Schauder 内 估计 和 边界 估计 合 写 成 如 下 


定理 A.3 QCR 是 有 界 区 域 , 具有 C20 部 分 边界 TC 99. FFL 
的 系数 满足 条 件 (A.2). Hue C29(QUT) 满足 


u=0 在 全 上 ， 
其 中 fe C*()， 则 对 任意 子 区 域 w CQ, 只 要 名 C QUT 了 就 有 
ullc2ag < € (lulee + Iifllca@) - 
这 里 C= Cna, AA w 是 常数 . 了 是 部 分 边界 人 HAR. 
由 此 可 推 得 
定理 A.4 QCR 是 具有 C2 边界 的 有 界 区 域 Ru € C2°(Q) 满 


Æ 
{2 EQF, 


u=0 在 89 上， 
其 中 工 满 足 条 件 (A.2), f ecoa). MAERA C = Oln, a, à, A, Q) 使 得 


lullcaaay < € (Ilullog + Wlloa@) - 
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根据 Schauder 先 验 估计 , 运用 连续 性 方法 可 证 明 下 列 


定理 A.5 (存在 唯一 性 定理 ) 在 定理 A.4 的 条 件 下 ， 若 进一步 假设 设 c < 
0， 则 Dirichlet 问题 


lu=f #90, 
u=0 在 6860 上 
存在 唯一 解 u EC). 
三 、 弱 解 
讨论 散 度 型 的 椭圆 算 子 : 


Lu = O(a Aju 十 bu) + Cw + du, (A.3) 
其 中 工 的 诸 系 数 都 是 有 界 区 域 人 上 的 可 测 函 数 . 我 们 假定 (A.3) 中 工 的 诸 系数 
是 有 界 可 测 的 . 算 子 工 在 几乎 处 处 的 意义 下 , 根据 对 称 和 矩阵 az5(z) 的 不 同情 况 
分 别 有 椭 圆 、 严 格 椭圆 、 一 致 椭 加 等 分 类 , 这 些 概 念 与 本 附录 开 初 所 述 --- 致 . 
RINA u € HUQ 在 弱 的 意义 下 满足 
Lu=0 (>0, <0), 
如 果 对 一 切 非 负 检验 函数 ve CLN) 成 立 


-f (a Oju + biu) Oiv — (ciu +du)v=0 (>0 <0). 
Q 

我 们 说 算 子 ee, 如 果 存 在 常数 > 0 使 得 对 一 切 ve HO), 

f (aju + b'u) Oiu 一 GERT + du) u> uf u. 
Q Q 
我 们 说 we HG (Q) 是 问题 
lu=f FQ, w=0 于 QL 上 

的 弱 解 ,如果 对 一 切 we CEN), 


f - (a ðju + bu) dj + (cev + du)v = f fv. 
Q Q 
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四 、 弱 解 的 极 大 值 原理 

古典 意义 下 的 极 大 值 原理 可 以 推广 到 散 度 形式 的 算 子 . 在 叙述 这 种 形式 的 
极 大 值 原理 时 , 我 们 需要 明确 Sobolev 空间 HQ) 中 函数 wv 在 边界 OO 上 不 等 
的 意义 . 

RAITH u Æ OO EME u > 0, 如 果 它 的 正 部 ut = max{u, 0} € Hi(Q). 

此 外 ,函数 在 边界 上 的 上 确 界 supso 4 = inf{u:u <u FOO, u ER}. 


定理 A.6 ( 弱 极 大 值 原理 ) 设 工 在 有 界 区 域 人 上 是 椭圆 的 ， 强制 的 ， 如果 
ue HQ) 满足 Lu>0 (<0) M 


< + . > . — 
supu < supu (inf u > infu ). 
特别 , Bue HiQ) BR Lu>oO (<0) 则 则 在 Q 上 ww<0(>0) w=0 
当 且 仅 当 Lu 三 0. 
用 Lax-Milgram 定理 不 难 证 明 


定理 A.7 (存在 唯一 性 定理 ) 在 定理 A.6 的 条 件 下 , Bik f e LQ), IF 
列 Dirichlet 问题 存在 唯一 解 u © HiQ): 
u=0 在 690 中 . 
注 记 A.1 定理 A.7 中 有 关 世 及 上 的 条 件 可 以 在 很 大 程度 上 减弱 . 例如 对 
THF -L = —Autau, 在 假设 工 强制 , a c L2, f e LOD MAIER, N 


程 —L = f AE— fE u c Hi, FFA utk Hi 拓扑 连续 地 依赖 于 f e L2r/(m+2), 
这 些 结论 均 可 由 Lax-Milgram 定理 推 证 . 


定理 A.8 ( 强 极 大 值 原理 ) 设 二 在 9 中 是 严格 椭圆 的 ， 其 系数 有 界 ， 且 
f (dv — ôw) <0, VO<vE C(O). 
N 
iuec HQ) 满足 Lu>0 (<0). 那么 如 果 对 于 某 个 球 巨 CCQ 有 


supu=supu>0 (infu = infw <0), 
B Q B 2 


Du 在 9 内 必 为 常数 . 


注 记 A.2 在 定理 A.8 的 条 件 下 , Hu ce C(O)Nn FI(O) WE Lu > 0 
(<0), Wu 在 9 内 不 能 达到 非 负 最 大 值 ( 非 正 最 小 值 ), 除非 它 是 常数 . 
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E. D 估计 
在 本 目 中 , 我 们 设 Q CR" 是 有 界 区 域 , BF 
Lu = a 0;ðju + bju + cu 
是 一 致 椭圆 的 , RA L 系数 , 实数 p > 1. 
定理 A.9 ARRQ 有 部 分 C01 类 边界 了 C 6Q, ÉF LÆ HR 
4. C(2)3¢<0 Ha”, ECO). RK fe LQ). Bue WPN) 满足 
[= =f 在 中 
u=0 在 T 上 
那么 ,对 2 的 任意 子 区域 w， 只 要 名 C QUT 就 有 


lullo,p,.0 < C (ally, 0 + Illo 2) 
其 中 CC 是 不 依赖 于 了 的 常数 , C 只 依赖 于 mi p, Q, w, TA AXIE A = (a), 


定理 A.10 设 工 是 C0l RRO 上 的 一 致 顶 圆 算 子 ， 其 系数 连续 ， 且 
a, BE CHQ), c<0 Hi f e DPQ). Bu € WHO) 0 ABQ) 满足 
Lu= f, N) 
ullz,p,0 < C(llullp.a + Illaa). 


这 里 O 是 只 依赖 于 mn, p, OAA ŽE A= (ai) 的 常数 . 
定理 A.9 及 A.10 中 的 解 叫做 强 解 . 


六 、 流 形 上 的 椭圆 方程 
BE (M, g) 是 紧 Riemann 流 形 ( 无 边 或 有 充分 光滑 边界 )、 本 小 节 我 们 只 限 
于 讨论 方程 


—Aut+au=f in M, 
(A.4) 


4 一 0 on OM. 
其 中 人 是 Beltrami-Laplace 算 子 , a 是 M |. — ALAS CHT SRBC. 
在 以 点 Pe M 为 中 心 的 -个 局 部 坐标 卡 (x,U) F, 


Au = (1/V/|g))0i(g4 VglOu), 
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展开 写 就 是 
Au = 0;(g% ju) + g jur p 


其 中 gij 是 是 坐标 卡 (z,U) 下 (M,9) 的 度量 矩阵 ，|9| = det(9ij), (9°) = (gis), 
而 T 是 Cristoffel 记号 . 由 此 看 出 , 算 子 L= A 一 a 在 每 个 局 部 坐标 卡 (x,U) 
下 都 是 严格 而 且 一 致 椭圆 的 . 


1. 弱 解 与 极 大 值 原理 . 


用 H(M) 表示 H'(M) WR OM = 由 而 (0M) WR OM AO. 我 们 说 
ue H(M) 是 方程 A4 的 一 个 弱 解 ,如 果 对 所 有 ve H(M) 成 立 


J (vuvo + aw)av = f fudV. 
M M 


Wu eC?(M)NC(M), MIRE Green 公式 , 是 A.4 SSH A u HE 
其 古典 解 . 


WR (-A +a) 是 强制 的 ,那么 问题 A.4 的 弱 解 存在 且 唯 一 ,其 证 明 完 全 
与 欧 氏 空间 上 有 界 区 域 的 情形 类 似 . 


定理 A.11 ( 弱 极 大 值 原 理 ) 设 (-A+a) 是 强制 的 ,车 uv E H(M) 满足 
一 Av +au> 0, l] u>0. vw=O0 SAM 4-Autau=0. 


证 明 首先 —Aut+au>0 BRA, 对 任意 0< ve H(M)， 
f ( (Vu, Vv) + auv ) > 0. 
M 
E v =u =max{0, ~u}, 得 
f (Vu |? + alu” |?) <0 
M 


H (A +a) 的 强制 性 推 得 w- = 0, Bu > 0. 根据 存在 唯一 性 定理 可 推 
ZI, u = 0 4 -Autau=0. o 


定理 A.12 ( 强 极 大 值 原理 ) 设 一 人 十 a 是 强制 的 ，a 为 有 界 可 测 函 数 . GE 
uc H(M)NC(M) BR (-A+a)u>0,. Mu REEM 的 内 部 达到 非 正 最 
小 值 ， 除 非 它 恒 等 于 零 . 
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证 明 由 弱 极 大 值 原理 知 , wu > 0. 又 a 有 界 , 因而 存在 实数 c > 0, 使 得 
一 Av 十 cu > 0. 


在 M 的 每 一 个 坐标 卡 (z, U) 上 应 用 定理 A.8 便 得 结论 . 口 


2. SCHAUDER 估计 与 L? 估计 . 


把 欧 氏 空间 有 界 区 域 上 关于 Schauder 估 计 定 理 A.3 及 L 估计 定理 A.9 的 
结果 搬 到 (有限 个 ) 坐标 卡 (z,U) E, (ERG RM (有 边 或 无 边 ) 流 形 上 相应 的 
结论 ( 见 Wang [205]). 为 完整 起 见 , 叙述 如 下 


定理 A.13 Kf, ae C*(M),0<a<l. 又 设 wEC2%0(JM) 是 方程 (A.4) 
的 解 ， 则 存在 常数 C = C{n,a,g9,M)， 使 得 


lullezagn < © (Ilulloa + liflloacazy) + 


定理 A.14 hak M bie BR, Rf e L(M) p>l Rue 
W2?(Q) 0 H(M), 是 问题 (A.4) 的 解 ， 则 


ullop.a < C (lullpa + IF lpm); 
其 中 是 不 依赖 于 f Rut FR CREM, n, p% Riemann 度量 g 有关. 
七 、 弱 解 的 正则 性 


1. 经 典 结论 。 设 CR 是 有 界 区 域 ， 其 边界 69 属于 C* (k > 2) 类 . 
又 设 算 子 


Lu = ilat Ou + bu) 十 CDiv + du 


是 严格 椭圆 的 , LR a, bee ClO), ci, de LO(Q). 在 这 样 的 前 提 下 , 我 
们 有 


定理 A.15 设 wue Wii?(Q0) 是 方程 Lu=f Hh, fel’, p > 2. 则 对 任 
ET RR CC 0, Aue W2?(0 人 .此 外 , 若 0 的 部 分 边界 TC 0900 还 是 CC? 
Kh, Hue Wi'?(0), 那么 只 要 60 CQUT, 就 有 ue W272). 若 工 的 各 
系数 ， 及 所 涉 边界 人 丰 的 光滑 性 抬 高 天 阶 , 则 we WERO). 


BR, 在 上 述 定理 中 , ET = 00, WO’ = 9. 很 容易 将 以 上 定理 的 结论 
推广 到 紧 致 光滑 Riemann 流 形 上 . 
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2. Brezis-Kato 正则 化 . 
用 变 分 法 讨论 二 阶 非 线 性 椭圆 方程 时 , 得 到 的 解 属于 HO. 为 了 获得 解 
的 正则 性 结论 , 通常 采用 所 谓 鞭 带 法 (bootstrapping )， 即 用 下 列 程序 


LP 估计 — Sobolev 嵌入 — L? 估计 
KRAER, ABUT FERIA u c C°(Q), 再 由 Schauder 估计 进行 迭代 ,逐步 反 高 
非 线 性 椭圆 方程 解 的 光滑 性 ， 直 到 边界 、 系 数 等 许可 的 程度 . 


当 正 则 化 问题 涉及 临界 非 线 性 时 ， 这 一 经 典 方法 不 再 适用 ， 以 Brezis- 
Nirenberg 模型 问题 为 例 , 设 函 数 ve HEO) 是 如 下 方程 的 非 负 解 : 


—Au = lu 一 2 + Au, 
HEP N = 2n/(n — 2), n= dim(Q). 为 了 获得 正则 性 结论 , RITH u 看 作 是 
人 下列 更 - 般 的 - -类 线性 方程 的 解 : 
—Au = hu, (A.5) 


Eth € L”? (在 Brezis-Nirenberg 模型 情形 , h = A + |u| 人 -2 ). eI HEARS AS 
ETH re A u 的 可 积 性 . 然而 我 们 有 


引 理 A.16 (Brezis-Kato [50]) A OQ An > 3 维 有 界 区 域 Hh © 
L (Q) Au € HO) 是 方程 (A.5) 的 解 ， 那 么 对 任意 实数 g > 1 有 
u € LIQ). 


证 明 这 个 证 明 本 质 上 属于 Struwe [196]. 给 定 实数 入 > 0,， 今 


{" Æ [u] <A, 
uy = ne 
A, FF jul >A. 


HF s > 0, 我 们 有 asu e HUO), 用 = uu 作 试 验 函 数 去 乘 方程 (A.5) 两 
边 , 积分 、 分 部 积分 得 


人 u¥| Vul? + 2s / uvul? = f Pa 和 eu (A.6) 
Q J{lu] <A} 2 


2 
8 十 2 


AY Sa 


J |V (uĵu)|? < (A.6) 的 左 端 ， 
Q 
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于 是 由 Sobolev 不 等 式 得 


2A Juguli < (A.6) 的 左 端 ， (AT). 
其 中 N = 2, 人 是 只 与 维 数 m 有关 的 常数 . 而 (A.6) 的 右 端 
n—2 
| huss jul? < K juñu]? + J JAlfurs eel? (A.8) 
a {|h|SK} {IAI>K} 


其 中 到 是 某 个 充分 大 的 正 数 . 对 上 式 右 端 第 二 个 积分 进行 估计 ， 由 Halder 不 


等 式 得 
[ma (fe) (fag) ao 
{lhl>K} {Ihl>K} Q 


由 可 积 性 ， 上 式 右 端 第 一 个 括号 内 的 积分 随 K 一 co 而 趋 于 零 , 故 由 (A.8) 及 
(A.9) 得 
ff redial? < Kuzul + eO use, (A.10) 
Q ‘ 


Hb e(K) 一 0 (K > œ). 取 一 个 充分 大 的 K, 使 得 e(K) < 二 ;根据 
(A.6), (A.7) & (A.10) 得 


al < Kluuvi, 
(这 里 高 明之 处 在 于 是 对 usu 而 不 是 对 ust 作 估 计 ) 令 入 一 co， 我 们 有 
ursy < 到 sulza+s， (A.11) 


现在 , 我 们 可 以 从 s = 0 出 发 , 根据 (A.11) 逐次 迭代 , 直到 对 任意 指定 的 g > 2, 
HEH u e LQ). 
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RB RADON 测度 


抽象 测度 , 特别 是 Radon 测度 被 广泛 应 用 于 泛 函 分 析 、 偏 微分 方程 、 微 分 
几何 、 调 和 分 析 、 概 率 论 等 数学 领域 ， 其 大 多 理论 基本 与 Lebesgue 测度 论 平 
行 , 这 里 仅 限 于 基本 概念 及 基本 性 质 的 罗列 , 详细 论述 可 见 Halmos [109], 严 
加 安 [251], 简明 的 可 见 苏 维 宜 [240] 等 参考 文献 . 


一 、 抽 象 测度 与 积 


1. 测度 的 概念 ， 抽象 测度 是 定义 在 所 谓 可 测 集 上 的 、 具 有 一 定性 质 的 集 
合 函 数 . 而 可 测 集 则 属于 某 个 基本 集 的 子 集 类 ,使 得 它 对 集合 的 某 些 运算 是 封 

KB, 是 点 集 X 的 子 集 所 成 的 集 族 ， 如 果 多 满足 : 

1° Ay, Ag,-++ , An, E Be => UY An E Be: 


2A BEA, = A-BE&,: 
则 称 Ro 为 基本 集 X 上 的 oW. BB, EX CB, WM AA o 代数 . 


设 8 是 由 基本 集 X 的 子 集 构 成 的 集 族 , 记 RZE) 为 包含 E 的 最 小 环 ， 
称 作 由 E 生成 的 o 环 . 


现在 , 我 们 可 以 给 出 如 下 

定义 B.1 RA, 为 基本 集 久 上 的 o 环 BAX = Uncg Eo UA 
(X, Bo) A-*A TMEA, ECB, 称 为 可 测 集 . 

定义 在 基本 集 X EME BH 了 称 为 可 测 函 数 ， 如 果 对 于 任意 实数 a 集合 
f(a, co) ETAR. 


由 以 上 定义 看 出 , X 上 的 一 个 常 函 数 可 测 的 充分 必要 条 件 是 其 < Be. 而 
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要 使 得 拓扑 空间 (X,7) 上 的 任意 -个 连续 函数 可 测 ， Wo BA, 中 必定 包含 
7， 这 是 稍 后 将 要 介绍 的 Borel 可 测 的 概念 . 

定义 B.2 A(X, 2) 为 可 测 空间 , p EELE BZ, LWT LEG BR u 
RABAT RU {oo}, RAR F RU{-o0o}. 若 4 满足 

1) 4(0) = 0; 

Duž oTit, PM FA, 中 两 两 互 不 相交 的 集合 列 En 有 


uÒ En) = >》 NE) 
1 1 


则 称 u A Be 上 的 广义 测度 或 符号 测度 . 

车 H 只 取 非 负 值 ， 则 称 H 为 正 测 度 或 测 度 ， 而 称 (X, ke, u) 为 测度 空 
间 . E ER, 称 作 wp TMA, pF) tA EMMA. BB, 包含 任何 零 测 集 的 子 
集 ， 则 称 (X, Ro, p) 为 完全 测度 空间 . 


对 十 测度 空间 (X, Zou) E uX) < 0， 就 说 4 为 有 限 测度 . 若 有 集合 
序列 En € 2, WAX = UE En ER ulin) < 00, BBE p A o BE 
对 于 可 测 空 间 (X, 2 上 的 任意 一 个 符号 测度 v, 根据 所 谓 Jordan-Hahn 
分 解 定理 ， 都 可 分 解 为 两 个 正 测 度 的 差 . 事实 上 , 对 任意 可 测 集 E, 定义 
vt(E) =sup{v(A): ED AE Bo}, 
ve) ) =sup{-v(A): ED AE Be}, 
H a aan 都 为 正 测度 ， A = pt — po, id |p) = pet ty, RRE u 的 变 差 测 
, |var = lux ) 称 作 上 的 全 变 差 . 
有 了 测度 ,我们 可 以 有 上风 几乎 处 处 的 概念 ， 记 为 u-p.p. 或 n-ae.. 
从 上 述 两 个 定义 看 出 ,一 个 集 或 -个 函数 是 否 可 测 ， 纯粹 是 集合 论 的 概 
念 ， 和 而 与 测度 完全 无 关 . 这 正和 象 拓扑 学 中 开 集 与 连续 的 概念 一 样 ，- :个 集合 是 
Wj 个 函数 是 否 连续 ,只 依赖 于 给 定 的 开 集 类 构成 的 拓扑 ,而 与 度量 
无 关 . 尽管 如 此 , 在- :个 测度 空间 CX. Ze) E 我 们 仍然 方便 地 使 用 pe 
这 i l 


测度 空间 (X, Be, 上 的 可 测 函 数 具 有 如 下 性 质 ( 见 严 加 安 [251]): 
1) u IWE E ERRERIK 巨 上 的 阶梯 函数 都 是 u 可 测 的 . 
中 当 左 端 取 有 限 值 时 ,约定 右 端 绝对 收敛 . 
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D u 可 测 函 数 关 于 线性 运算 、 四 则 运算 (分母 不 为 零 ) 是 封闭 的 ; 可 测 函 
数 的 正 部 、 负 部 和 绝对 值 都 是 可 测 函 数 . 

3) 岂可 测 函 数列 的 上 下 确 界 ， 上 下 极限 (从 而 极限 ) 都 是 j BY WN eB. 

4) 一 切 必 可 测 函 数 都 是 某 个 阶梯 函数 列 的 极限 , 特别 地 ， 一 切 非 负 可 测 
区 数 都 是 某 个 非 负 递增 阶梯 函数 列 的 极限 . 

5 WR u 是 有 限 测度 ， 则 在 测度 空间 (X, Z, u) ERL Egrov 定理 ， 
即 ，j-p.p. 收敛 的 函数 列 在 po 测度 为 任意 小 的 可 测 集 的 余 集 上 一 致 收敛 ; 如 果 
pte o 有 限 的 Radon 测度 或 更 一 般 的 正则 测度 ( 见 下 -- 目 )， 则 对 pe A HR BR He 
成 立 Lusin 定理 . 

2. 抽象 积 


我 们 可 以 仿照 Lebesgue 积分 给 出 u 测度 积分 , BE (X, Rot) HWET 
E, f A 实 可 测 函 数 , f 在 关上 关 王 测度 jy 的 积 分 记 作 MEDE? 


wf) = f fdp, 
X 
其 定义 按 如 下 步骤 给 出 : 
1° f 为 阶梯 函数 设 太 为 非 负 阶梯 函数 ， 采 用 求 和 约定 ， 写 
f (2) = GiXui, 
其 中 (UL<i < 站 为 互 斥 的 六 可 测 集 ，o 为 实数 ,x 为 wi RER, W 


定义 
| fen = onto 
JX 


2 f AER u TARAK ib, 为 和 上 满足 0< wp <f 的 阶梯 函数 所 成 
的 集合 , 则 定义 


ee sup 人 pdp. 
pee; 


车 上 式 为 有 限 值 , WIK f EX E p TAR 
3° fA py TMBR BHf=fr—f-, HS Rf 至 少 有 -个 订 


积 , 则 定义 
fan= f Pan- f pan 
X X X 
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当 上 式 右 端 两 个 积分 都 有 限时 ， 称 f 可 积 . 全 体 可 积 函数 构成 的 集合 记 为 
L(X, m). 

Lebesgue 积分 的 许多 性 质 及 定理 , OE BE, 控制 收敛 定理 ，Fatou 
定理 等 ,都 可 平行 地 推广 到 抽象 积 


3. Radon-Nikodym 定理 . 

为 了 介绍 著名 的 Radon-Nikodym 定理 , 我 们 需要 绝对 连续 的 概念 . 

定义 B.3 Kv A(X, Ro) 上 的 广义 测度 , uA (X, Bo) 上 的 正 测 度 ， 我 们 
称 卫 关于 内 绝 对 连续 ， 记 为 <K pp, wR 


( E € &o, (E) =0) = (rv(E)= 0). 
给 定 可 测 空间 (X, 2) 上 一 个 正 测 度 p, 那么 对 于 任意 fe L(X,p), 由 
v(E) -f fdu, VEER, (B.1) 
E 
定义 的 广义 测度 v SEF u PASEO. 称 v 为 f 的 不 定 积 分 , 记 作 
dv = fdp. (B.2) 
反 过 来 , A XMS v 关于 正 测度 /绝对 连续 ， 则 下 面 的 Radon-Nikodym 
定理 断言 , v 是 某 个 广义 u BY BR RA AS SE AP 


定理 B.1 (Radon-Nikodym 定理 ) ik v A (X, R) EA Lo ARME, u 
A (X, Ro) Ei o ARMA. weRy <p, MAE-AT Xp TRAA fy 使 
得 dv = fdp. 


我 们 将 定理 B.1 中 的 f PRA v 关于 的 Radon-Nikodym 导数 , itA f = 
dv/du. 显然 ， 当 三 个 有 限 正 测度 和 wp Rv tiv 之 入 « uit, Radon- 
Nikodym 导数 成 立 链 式 法 则 

dv _ av dA 
du dv dp Me 

在 Radon-Nikodym 定理 中 , MRE << u 的 条 件 , 情况 会 怎样 呢 ? 为 此 

我 们 给 出 如 下 
中 这 “性 质 称 为 可 积 函 数 的 绝对 连续 性 
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定义 B.4 Hy A(X, Ro) 上 的 广义 测度 , HEC RA 内 零 集 如 果 对 
TRAM LPF CEB FE R, OR FRA pF) = 0. 

(X, Ro) 上 的 两 个 广义 测度 几 与 称 为 互 为 奇异 的 ， 记 为 jy LY, 车 存在 
Ry Y EREA V-RR PRG 


EUF=X, ENF=6. 


有 了 两 个 广义 测度 互相 奇异 的 概念 ，Radon-Nikodym 定理 可 推广 为 下 列 


定理 B.2 By A(X, 2) EA Xo ARMA, p A(X, R) 上 的 gog 有 
FRO, R(X, Ro) 上 存在 唯一 的 一 对 有限 广义 测度 入 与 p, 使 得 


Z 一 入 十 0， 
且 AL 1 p< p. 
AnA- u TRAK f: X —R, 使 得 dp = fdp. 
ERE EP y = + p Mi v XT u H Lebesgue 分 解 . 定理 的 证 明 依 赖 于 
下 列 引 理 , 它 自身 也 是 有 用 的 . 


引 理 B.3 Ry Sv A(X, Ro) 上 的 有 限 测度 ， 则 或 者 Ly 或 者 存在 
E € Zo, (EB) > 0, 及 正 数 c > 0, 使 得 


(v ~ cu)(B) = v(E) — eu(E) > 0, 
FPP v > cp É EERS. 


Z., Radon 测度 
R (X, r) 是 拓扑 空间 , 7 为 其 拓扑 , BX 的 开 子 集 的 全 体 所 成 的 集 族 . 本 
日 始终 假设 
X 为 局 部 紧 Hausdorff 空间 (B.3) 
并 记 由 + 所 生成 的 o 代数 为 
B(X) = G(r) (B.4) 


BH X 的 Borel EX, 多 的 元 称 为 Borel 集 . Borel 集 类 多 也 可 等 价 地 定义 为 
由 X 中 的 紧 集 生成 的 代数 ， 
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1. 正则 性 与 Radon 测度 . 
没 of 是 包含 Borel EK 多 的 o 代数 , /是 好 上 的 一 个 测度 . RATI u 是 
外 正则 的 , 车 对 每 个 可 测 集 4 € sx 都 有 


HA(4) = inf{u(O): OD A 且 是 开 集 }; 
我 们 称 pp SE 内 正则 的 (相应 地 强 内 正则 的 ), 若 对 每 个 开 集 (相应 地 可 调集 )O 


都 有 
u(O) =sup{u(K): K CO HARE}. 


既 内 正则 又 外 正则 的 测度 , 称 为 正则 测度 . 

定义 B.5 设 凡 为 区 上 的 正则 测度 ， 如 果 玉 在 每 个 紧 子 集 上 是 有 限 的 ， 则 
a u A X #4 Radon 测度 . 

当然 , 我 们 同样 可 以 引进 符号 正则 测度 与 符号 Radon 测度 的 概念 . 


可 以 证 明 , 当 Radon 测度 u Ao 有 限时 , 则 是 强 内 正则 的 . 故 欧 氏 空间 
(或 其 区 域 ) 上 的 Radon 测度 都 是 强 内 正则 的 ， 


下 列 定理 部 分 地 建立 了 Radon 测度 与 基本 集 X 的 拓扑 之 间 的 关系 . 


定理 B.4 ik oS ABS Bore RK BH a KK, pA A bo 有限 的 Radon 
ME EAA 可 测 集 ， 则 存在 F, 型 集 A 及 Gs BRB, 使 得 


ACECB H p(B-A)=0. 
KEP 型 集 是 可 列 多 个 财 集 的 并 ，G5 型 集 是 可 列 多 个 开 集 的 交 . 
对 于 正则 测度 来 说 ， 成 立 如 下 Lusin 定理 . 
定理 B.5 (Lusin Æ) KAD AX) Zo KK pÆ g 上 的 正则 测度 . 
设 了 为 和 上 的 A TMBRK, 4E .of 是 4 测度 有 限 的 可 测 集 ， MVe > & 


在 紧 集 开 C 4 及 函数 ge Co(X)， 使 得 


glk = fix, sup|g(x)| <sup|f(2)|, yw(A—K) <e. 
LEX TEA 
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2. Radon 测度 的 例子 . 
(1) BTR BRE LOM BOR 中 的 区 域 , Æ N K] Borel RŽ. 
对 于 任意 非 负 函 数 fe LOA) 定义 测度 wp 为 


uE) | tae, EES, (B.5) 
E 


WW jy 为 (9, B) 上 的 一 个 有 限 Borel 测度 ， 并 且 是 Radon 测度 . 对 于 一 般 的 可 
积 函 数 fe LO), (B.5) 则 定义 一 个 有 限 Radon 符号 测度 , H 


WM fllear = Willa - (B.6) 


FH (B.5) 定义 一 个 从 LHO) 到 MQ) KERR: i) = wp 换言之 , 我 
NTE ERRA 
LQ) 一 MMN). 


有 鉴于 此 , 常常 将 由 了 诱导 的 测度 jy 写作 f- 
(2) Dirac 测度 5,, HO Rt 中 的 区 域 ro E Q. 1A Æ N H] Borel 42% 
. ITER E ERB, 定义 
0， FF: E, 
olB) SI TOF 
1, Fac lL. 
则 bn) 为 (Q, B) 上 的 Radon 测度 . 进一步 还 可 验证 , MPP RA en E€ R? RAE 
收敛 级 数 Youn» 测度 
u= > Vn Orz, 


IR Rondon 测度 . 


三 、Riesz 表示 定理 


1. BX) 与 M(X). Mi X ERRAZ Hausdorff 空间 ， 我 们 把 定义 在 
Borel RA Z 上 的 测度 称 为 X 上 的 Borel 测度 . 用 B(X) RR X LAER Borel 
符号 测度 构成 的 集合 , 并 赋 以 全 变 差 范 数 leloa = lel(X) Wl BCX) 是 Banach 
as. 


X 上 的 符号 测度 称 为 正则 的 ， 如 果 其 变 差 测度 jal 是 正则 的 . 用 M(X) 
表示 B 上 有 限 Radon 符号 测度 的 全 体 ， 范 数 为 全 变 差 ， 即 alla = eX). 


var 
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在 此 情形 ( 见 严 加 安 [251] 习题 3.3.8) 


laluar = SUP f oan - (B.7) 
ip Hh, |p|S<1 dX 


这 样 规定 范 数 后 ，At(X) 是 Banach 空间 . 而 且 是 B(X) 的 闭 子 空间 ， 


2. Riesz 表示 定理 . 

i X 是 一 局 部 紧 Hausdorff 空间 (本 目 均 作 此 假设 )，Ce(X) 表示 X LA 
有 紧 支 集 的 连续 函数 构成 的 集合 ,Co(X) 表示 X 上 在 “无 穷 远 处 ”为 0 的 连续 
函数 全 体 , 即 Co(X) = CX). 

如 果 u Æ X ERI Radon WE, WAER u TE Ce(X) 上 诱导 一 个 正 线性 泛 


PKI 
Lyf) = f fd, fe CX). 
这 “事实 反 过 来 也 是 成 立 的 . 
Af <U ®RmeO<f <1 spptf Cu. 我 们 有 如 下 Riesz 表示 定理 


定理 B.6 I LÆ CX) 上 的 正 线 性 泛 函 ， 即 对 0 < f ECe(X) 有 
L(f)>0. 那么 在 和 上 存在 唯一 的 Radon 测度 u, 1444 


Ly) = f odu, pe Cel X). 
并 且 满 足 : () 著 局 是 X 的 开 子 集 ， 则 
(U) = sup{L(f): f € Ce( X) E f < U}; 
Q)@KAXWEFR, ty, AK AEB, N 


w(K) = inf{L(f): f € Ce(X) A f > xg} 


XT uE M(X) $ 
Duf = f fay, fe CX) (B.8) 


定理 B.7 ik X ARK Hausdorff 空间 ， 则 由 (B.8) 定义 的 映射 u — Lu 
为 从 M(X) 到 Co(X)* 上 的 保 范 同 构 . 
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3. 对 偶 空 间 . 
设 生 是 局 部 紧 的 可 分 拓扑 空间 ,， W CCX) 的 对 偶 空 间 C(X) 与 B(X) 

sgt. FAIRY. L) [4 fam 

2) E Q, Ro 为 一 测度 空间 ， 则 LOQ, Bo, h) 的 对 偶 空间 与 Ae 上 
全 变 差 有 穷 、 关 于 测度 y 绝对 连续 的 有 限 可 加 集 函 数 构成 的 Banach 空间 
ba(Q, Bo, u) 等 距 同 构 . balh, u) 的 范 数 为 全 变 差 范 数 

vil, = sup {EIA : {Ac} 为 8 的 任 一 有 限 可 测 划分 }. 

同 构 对 应 为 : Lf) = fx fav. © 

3) Co(X)* = M(X) 同 构 对 应 为 (B.8). FA, X REN, CX)" 
M(X) ( 见 苏 维 宜 [240] 第 三 章 习题 37) . 

4) 用 OCR” U o0) 表示 R” 的 单 点 紧 化 空间 R” U 00 上 的 连续 函数 构成 的 
Banach 空间 , C(R"U co) 中 的 元 素 就 是 在 无 穷 远 具 有 穷 极 限 值 的 连续 函数 , 按 
照 3), 其 对 偶 空间 为 M(R” U oo). 


R 


、 测 度 列 的 收敛 

fume (X, p) EÉ Radon 测度 , EIRA zo € X A ul{zo}) 4 0, 

则 称 zo 为 RF. 显然 y- 原 子 全 体 为 一 个 至 多 可 数 集 ; E uro) = 0， 则 称 

zo 为 pik. BOGS Be 多 (X)， 其 边界 的 测度 (OE) = 0, W EK 
上 -连续 集 . 

记 lX) 为 度量 空间 (X,p) 上 有 界 连 续 函 数 的 全 体 ， 我 们 有 


定义 B.6 设 针 是 局 部 紧 Hausdorff ZE, {un} 为 B(X) 上 的 Radon 测 
度 ， 如 果 


tim f fåm= | fan, vie CX), 


则 称 {un} 淡 收 化 于 (vaguely convergent to ) ys WA pn > p. 


定义 B.7 B(X, p) 是 一 距离 空间 ， u, ui uz 为 Borel RK A(X) 上 
的 有 限 测 度 、 如果 


lim f fdu = f fdu, Yf EOX), 


则 称 {un} AIAT u 记 为 un “> p. 
DHR 2) 的 证 明 可 见 严 加 安 [251] 或 Yosida[214]. 
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RSL 一定 条 件 ， 则 可 推出 弱 收 敛 , 我 们 有 


命题 B.8 设 义 为 一 具有 可 数 基 局 部 紧 Hausdorff SM, p ubo uo = X 
AIX) 上 的 有 限 正 则 测度 (从 而 为 Radon 测度 )， 则 


w 


(in >p E mX) > uX) ) => (umn >u). 


, 命题 B.9 i X ARK Hausdorff Z7), {un} 为 B(X) 上 的 Radon 测 
JE, 如 果 对 一 切 fE Ce(X)， 极 限 


lim 人 fdun © Uf) 


n-CcoO 


存在 且 有 穷 , 则 在 BX) 上 存在 唯一 Radon 测度 J， 使 得 un — p 


下 面 是 关于 d 维 欧 氏 空间 RO 上 测度 列 的 的 Helly 定理 . 
命题 B.10 设 {Un} A Ri 上 一 列 有 限 Borel 测度 ， sup [Un (R*) < co， 则 存 
n 
在 {in} 的 一 子 列 {un, } 及 某 个 Borel 测度 p, 使 得 pin, = p 


五 Hausdorff 测度 与 Sobolev 容 度 


这 里 我 们 只 罗列 一 些 与 本 书 有 关 的 内 容 . 关于 Hausdorff 测度 参见 Federer 
HJP [98]; 关于 Sobolev 容 度 见 Evans-Gariepy [93] 或 Maz’ya [144]. 


1. 欧 氏 空间 上 的 Hausdorff WE. Hausdorff 测度 及 维 数 的 概念 最 初 由 
Hausdorff 在 1918 年 的 一 篇 文章 中 引入 , 广泛 地 出 现在 许多 硬 分 析 及 几何 分 
L, 通过 分 析 例 外 集 , 被 应 用 于 调和 分 析 , 位 势 理论 , 微分 几何 等 领域 . 


Bs 是 -- 实 数 . 给 定 s > 0, ER” 的 可 测 集 族 be MEA PH 
y . m . s . oO . . . 
HO (五 ) = inf {527 (diam Bi) :EC U, Bi, diam B; < e} . 


共 中 下 确 界 了 到 E 的 所 有 可 能 覆 闵 , 每 个 履 亲 由 有 限 或 可 列 多 个 直径 小 于 e 的 
FFER Bi 构成 . PWE E HI s tÈ Hausdorff 测度 定义 为 


HA (已 ) = lim HE (E). 


可 以 验证 ,这样 定义 的 集合 函数 20s 具有 测度 的 所 有 性 质 ， 因 而 是 测度 . 
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“4 sant, A 5 Lebesgue 测度 相同 (相差 一 常数 倍 ). 5 E 是 光滑 曲 
线段 (光滑 曲面 片 ) 时 ，. 和 zl (相应 地 .和 ?) 与 曲线 长 度 (曲面 面积 ) 等 同 …… 

如 果 用 以 覆盖 互 的 集合 不 是 球 而 是 其 他 集 类 , 一 般 来 说 便 给 出 不 同 的 
Hausdorff 测度 . 

给 定 一 个 集合 E, 存在 唯一 的 一 个 实 常 数 s0, 当 s > sof (E) = 0, 
当 s < so 时 Gs(E) = 00, 这 个 数 so 就 定义 为 五 的 Hausdorff 维 数 . BH 


dimy E = sup{s: (E) > 0}. 


据 此 定义 ， 直 线 及 光滑 曲线 的 Hausdorff 维 数 为 1, 平面 及 光滑 曲面 的 
Hausdorff 维 数 为 2，Cantor 三 分 集 的 Hausdorff 维 数 为 logs 2. 


2. Sobolev BE. p> Æ- EK, RA EER. w 


Sp (E) = {ue Wh?(R"): I FR OD E EH ulo 21} 


RE E ER Kwie 容 度 Cap, 为 一 集合 函数 , F S,(E) AS, EM 


Cap,(#) = | inf p (ulig + Vulg) » 


E S,(E)=0, MEX Cap, (E) = 00. RA E K Ht ARS A Cap(£). 
根据 定义 不 难 证 明 下 列 定 理 . 
定理 B.11 设 p>1, 则 p 阶 Sobolev 容 度 Cap。 具 有 下 列 性 质 
(a) Capn(C) = 0; 
(b) Cap, 单调 非 降 : A C B => Cap,(A) < Cap,(B); 
(c) Cap, 从 下 连续 : Ay 1 A => Cap,(Ax) T Cap,(A); 


(d) Cap, E KRAK 从 上 连续 : Bp 
K > A, | A = Cap,(Ax) | Cap,(A); 


(e) Cap, 满足 o 次 可 加 性 条 件 : Cap (U Ax) < E Cap (Ax): 
由 性 质 (a), (b), (e) BH, Cap, 是 外 测度 ; 而 性 质 (b), (c), (d) 则 说 明 Cap, 
是 Choquet ŽE. 


下 面 的 命题 在 一 定 程度 说 明了 Lebesgue WE, Hausdorff 测度 与 Sobolev 
容 度 间 的 关系 . 
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命题 B.12 (a) F#EER* TA, N] |E] < Cap, (E); (8) Æ E #4 Sobolev 容 
AK, 即 Cap (E) =0, Matt s>n—p, 其 Hausdorff 测度 ° (E) = 0; (V) 
若 对 于 某 个 <n, Eth Hausdorff 测度 (LE) =0, A] Cap, (E) = 0. 


利用 Sobolev BER Wi? 拟 连 续 的 概念 , 可 以 比较 “精确 ”地 刻 划 Sobolev 
空间 WP 中 函数 的 性 质 . 
定义 B.8 AMT MBA f :了 腿 ? GR AZW!P 拟 连 续 的 ， 如果 对 于 任 给 
e > 0 存在 一 个 Cap, 容 度 小 于 < 的 开 集 O, 14 f: R"\O + RER. 
对 于 WP 函数 ,存在 一 个 几乎 处 处 相等 的 W1?- 拟 连续 函数 ， 即 
定理 B.13 HucW!?(R"), p > 1,， 则 存在 一 个 W1?- 拟 连续 函数 主 使 
FER” LLAH u= ù 
证 明 选取 函数 列 up E CON WP(R), 使 得 uk — ullip < 47. 记 
Ex = {x € R" :uk(z) 一 uktHi(z)| > 2 
Fe = (rsr Be F=(),,, Fe 


则 Fy, 是 开 集 , H Fp D Fig. D F. 此 外 ,对 于 任意 ! 1, Uke eR- F, 
X k, m >l} 


Jug (2) — w(x zl< Nuk — ul < Pad < 2, 


HERAN, {urle} 在 每 个 F ZIP BOS, AWE R” 一 已 上 收敛 . 令 
l limus(r) æ ER" —F, 
0 ZE 已 
则 因 一 致 收敛 , & Æ R — Fj 上 连续 . 
现 往 证 Cap; ,(F) = lim Cap, (Fe) = 0. & vk = 2* (ugg — ue)» W 


lIvellap < 2177F, lug] > 1 Æ By E 
因而 Cap, p(Ex) < wk 人 < 2177. 而 


Capi p( Fk) < DnsrCapip( Bm) < Emor?” = 27-4, 
故 Cap, ,(F) < limCap,,F, =0. Mil a HUE, H ù= upp. FR”. o 


附录 人 C ATAARE 


本 附录 所 述 内 容 ， 在 一 般 调和 分 析 教 科 书 中 都 有 阔 述 ,例如 苗 长 兴 
[236], Brown [$9]， 也 可 参见 陈 亚 浙 [224]. 


一 、 卷 积 与 正则 化 
140. OR" 上 的 函数 习 与 ， 的 卷 积 形式 地 定义 为 
(f*g)(z) = f f(z — y)gly)dy. 
R? 


卷 积 具有 如 下 性 质 (参见 苗 长 兴 [236] 或 Adams [13]): 
(a) fxg Mg f HEM, f*g=g*f; 
(8) f € Co, g E C™, WHER fxgEeC™ HA 


D°(f xg) = f*(D%), lal <m; 
(y) (Young 不 等 式 ) fe L?,geL4,1<p,q<oo, AS+i>1 则 


1 1 1 
lol < ifo (+ 
特别 当 fell,ge LP? 时 ， 


Wf = allo < IF- Noll, - 
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2. Friedrichs 正则 化 算 子 . 
现在 准备 给 出 软化 子 的 定义 . 取 非 负 实 函数 J e CLR”) 使 其 满足 如 下 两 
(1) f J(z)dz=1 及 (D sppt(J)c Bi, 
R” 


其 中 Bi 是 中 心 在 原点 的 单位 球 . 例如 J 可 取 作 
J(xz) =0, |z|>1; J(z)= kexp(1/(|zl? —1)), |z| < 1. 


其 中 取 常 数 k 使 得 J 的 积分 等 于 1. 


设 s > 0, 定义 U(r) =e" I (z/e), W Je 的 支 集 在 半径 为 e MERA, H Je 
积分 也 等 于 1. 我 们 称 Je 为 Friedrichs 正则 化 算 子 或 光滑 化 算 子 , 也 称 软 化 子 
( mollifier®). PRA Je x f 为 的 一 个 光滑 化 或 正则 化 . 软化 子 Je 有 如 下 
的 性 质 : 


(a) € f e Ll, W Jex f EC”, Æ sppt f %, W Jex f Ece. 
(8) 车 fe P(Q), 1< p< o0, M Jex f Ee (Q), 而 且 成 立 


IJe» fly < MF, lim [Jef — fl = 0. 


(7) 若 Dej eL, 1<p<oo, Wi *(D°f) e L, 而 且 成 立 


|B (Je * PN, < MD,, lim || D* (Je * u) ~ D* ull, = 0. 


这 些 性 质 的 证 明 ， 见 苗 长 兴 [236] 或 Adams [13]. 


二 、Marcinkiewicz 插值 算 子 


1. 弱 (p,q) BAF. 弱 LP 空间 在 Marcinkiewicz 插值 理论 中 是 个 重要 
概念 . 在 第 一 章 ， 作 为 Lorentz 空间 的 特 款 ,我 们 已 引进 弱 L? 空间 ( 也 称 


Marcinkiewicz 空间 ) LA, HRS. 
我 们 知道 , Q ETIWA f e N< p< wo) 的 充分 必要 条 件 是 


[f]p = sup 入 | meas{|f| > ayy]? < 00. 
A>0 


®Moll 是 Friedrichs 的 雅号 , 含 道德 先生 之 义 . 
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p= colt, LEQ) = L°(Q), E [flo = fl 
显然 LP(0) C BNO. MARR f(z) = |z AF LR”) 而 不 属于 
L'(R"), AU, LO) 是 BO 的 真子 集 . 
需 注意 的 是 , 因 不 满足 Minkowski 不 等 式 , [.]j 只 是 拟 范 数 而 不 是 范 数 , 然 
而 我 们 有 
[f + glp < 2[f]y + 2[g]p- 
在 这 个 拟 范 数 下 ，L4(Q) 构成 一 个 完备 拓扑 空间 . 
wT ERO LATERAL, 我 们 称 工 是 次 线性 的 ， 如 果 对 于 
任意 可 测 函 数 f g 几乎 处 处 成 立 
IT(f + 9)(2)| < |TF(x)| + |T9(z)]- (C.1) 
定义 C.1 我 们 称 次 线性 算 子 荆 : LQ) 一 LLO) 称 为 弱 (p,q) 型 的 ， 如 
果 存 在 常数 4 使 得 
[T fla < Allfllp, VF e LP(Q). 
如 果 将 上 述 不 等 式 中 的 拟 范 数 [Tf] REER |T S|, BAK T HB (p,q) 型 
的 . 
根据 这 个 定义 , 强 (p,q) 型 隐 含 弱 (p,q) 型 , 此 外 易 见 , T 为 弱 (p,q) 型 的 
的 充分 必要 条 件 是 , 存在 常数 A 使 得 对 于 任意 入 > 0 及 任意 f © L?(0) 


meas{|T f(x)| > A} < (Arey! 


WR q = 00, WHT T A255 (p, co) 的 充分 必要 是 , 存在 常数 A 使 得 
IT Flo < Allflls. 


2. Marcinkiewicz 插值 定理 . 


设 次 线性 算 子 人 既是 弱 (pp) 型 的 又 是 弱 (qq) 型 的 , 1 < p < 9 < o. 
ER S EL (r € (p,9)), 我 们 都 可 用 ABM (truncate ) fy 及 六 将 三 分 解 为 
f=ħ+ f 其 中 


0， 如 果 |f| >A, f， WR Fl >, 
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因 及 是 Lo 函数 ,而 P LP BM A ITA, 及 (Tha 有 界 ， 下 列 
Marcinkiewicz 插值 定理 说 ， Tf 在 L LER EH ( well defined), 而 且 是 
L (RY 到 自身 的 有 界 算 子 . 


定理 C.1 (Marcinkiewicz 对 角 型 插值 定理 ) 设 p,g 满 是 1<p<g<o. 
车 次 线性 算 子 全 既是 弱 (p,p) 型 的 ， 又 是 弱 (g,q) 型 的 ， 即 


[T flp < Apli flp VE LPO), (C.3) 
IT fla < Agllflla, VF ELO), (C.4) 


则 对 于 任意 re (p, q) T ÆT (r,r) 型 的 . 


证 明 先 考虑 dg < oo 的 情形 . WF ELIO), 设 入 > 0. 如 同 (C.2), 将 了 分 
解 为 f= 及 上 + fr. 因 工 次 线性 , 我 们 有 


meas{|Tf| > 2A} < meas{|Tf*| > A} + meas{|T fy] > A} (C.5) 


因 /是 L? 函数 , 而 fh LY 函数 , HT HSS (p,p) 及 弱 (g,q) 条 件 ， 
meas{|Tf*| > A} < Graal (C.6) 
meas{|Tf\| > A} < Gaal (C.7) 
将 上 两 式 代 入 (C.5) FRA rA 后 关于 入 积分 , 根据 引 理 1.30 得 


Q-TIP FIE pf pd pyr-pdA q ~ gr-pd 
Isl srg MAB PSS rag /AN 
0 0 
dr TA, 
À 


dr dà 
A 


= rag | S meas{|f*| > r}rPAr P — 


+ ray f F meas{|fa] > 7}7r A 9 — 


= (rpAB)I + (rqAg)1, 
BR 
2 UTS, < (rpAB)I + (rqA9) N. (C.8) 
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注意 积分 万 的 上 限 只 到 达 A, AA meas{|f\| > 7} < meas{|f| > 7}, 然 
后 应 用 Fubini 定理 


dr dà 
n< f Di meas{|f] > 7T}r2 和 一 于 > 


_ [> 4 工人 
f 7? meas{|f| > T}— | 入 x 


a dr 
< —/ 1” meas{|f| > 7} 
应 用 引 理 1.30 得 
1 
H< (C.9) 
rtg —7) 
现 估计 积分 了 我 们 注意 
meas{|f*| > T} = meas{|f|>7}, m#r>A, 
meas(|f*|] > 7} = meas{|f| >A}, WRTA. 
从 而 
r= S meas{|f*| > T}rPA7~ -p at TAA 
=f ST meas{| f| > 7}7?A"— PTA 
+/ T meas{| f| > Ajrpyr T 
由 Fubini 定理 及 引 理 1.30 得 
了 一 (C.10) 


最 后 由 (C.8), (C.9), (C.10) 得 


r Ab, 


rsi <o (e+ 2 i 


WR q = 00, MART T ÆI (00, 00) 型 的 , 故 meas{|Tfy| > AwA} = 0. 
而 且 
meas{|T f| > (1 + Ago)A} < meas{|Tf*] > A}. 
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仿照 (C.8) 及 (C.10) 的 推导 ,可 得 
一 人 r rA r 
(1+ Aw) "ITFI < 7 sll 


定理 证 毕 . 口 


三 、Hardy-Littlewood MARR 


L 概念 及 性 质 ， kf eR" 上 的 可 测 函 数 ， 则 f 的 Hardy-Littlewood 极 
大 函数 由 下 式 给 出 


Mile) È supy f Unlay 
其 中 B, 是 心 在 原点 , 半径 为 7 的 球 . 这 个 定义 可 等 价 表述 为 
Mf(z) = sup |f|* xr (a) 

其 中 x; Æ B, 的 规范 特征 函数 , 即 xy = (1/m(B,)) xp, - 

Hardy-Littlewood 极 大 函数 Mf 具有 如 下 初等 性 质 : 

(a) Hf TW, 则 M 广 上 半 连 续 ; 

(8) 极 大 算 子 M : fo Mf 是 次 线性 的 ; 

(y) AT M 225% (58 ) (00, 00) 型 的 , 即 IIM fllo < || flloo- 


定理 C.2 Hardy-Littlewood AHF M #4 (1, 1) 型 的 ， 即 


IMFI < Ifl vf ER”). 


定理 的 证 明 依赖 下 列 引 理 


引 理 C.3 (覆盖 引 理 ) REAR 中 的 有 限 可 测 集 ， 它 被 一 族 有 界 球 B= 
{Bas 所 覆盖 则 存在 有 限 个 互 不 相交 的 球 {B1,..., BN} CB, 使 得 


m(E) < 2-3" 71 m(By). 
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证 阴 ARR K C EWER m(K) > im(E) HARA ee, fF 
在 有 限 球 族 B C BH KK. 令 Bi < By 是 最 大 的 球 , 然后 令 B 是 B1 中 所 有 
与 By 不 相交 的 球 族 , 令 Bo e Bo 是 最 大 的 球 . 如 此 这 般 , 直到 Bnei RA E 
集 . 


对 于 任意 球 Be Bi， 只 有 两 种 情形 , 一 是 它 包 含 在 所 选 球 {B,..., Bw} 
中 , 一 是 在 第 jo 步 向 jo + 1 步 选择 的 过 程 中 被 淘汰 , 即 B Bj, 相交 有 其 半 
径 至 多 与 Bo 相等 , 因而 BC 3By,. 这 样 便 有 

K C Ugen, B C UMN13B;. 
两 端 取 测 度 , 根据 测度 的 单调 性 及 次 可 加 性 得 
m(E) < 2m(K) < 2-3" 3L m(B;), 

如 此 , 完成 覆盖 引 理 的 证 明 . o 

定理 C.2 的 证 明 ”我 们 需 证 明 , 存在 常数 C = C(n), 使 得 对 于 任意 fe L! 
成 立 

m(|Mf] > A) < (CAIN. 


S Ey ={x: Mf(r) > dA}, ERWEE RATIER E C 五 ,对 于 每 个 了 ze Ey, 
依 极 大 函数 的 定义 ， 存 在 一 个 球 By 使 得 


BD aa |, |f(ax)|dz > À. (C.11) 
AHR m, 引 理 C.3， 存 在 有 限 个 球 Bi1,..., Bn € {Bz : £E E}, 使 得 
m(E) < Bn Ni m(B;) 


结合 条 件 (C.11) 并 注意 Bi,..., Bw 互 不 相交 的 特性 , 便 得 


N 
FD Jy os RU 


H Be Ey 中 任意 有 限 可 测 集 , 对 上 式 取 上 确 界 , 便 得 证 定理 . 口 
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定理 C.4 (Hardy-Littlewood) 设 f Æ R” 上 的 可 测 函 数 , 1 < p< 那么 
存在 常数 C = C(n) 使 得 


C 
IMI lp < Tlf, VF ER. 
证 明 根据 定理 C.2, AT M 是 弱 (1,1) 型 的 . 根据 初等 性 质 ，M 是 弱 


(00, co) 型 的 , 因而 , 根据 Marcinkiewicz 定理 , 对 于 任意 p > 1, M 是 强 (p,p) 
mK. m 


设 o HAIRA, W ol) = olr) 如 果 |z| < rs orle) = 0 如果 
lz] > 了. 我们 有 如 下 


命题 C.5 设 pELi 是 一 非 负 单 减 径 向 对 称 函 数 ，f 是 一 LP 函数 ， 则 


sup [Or* f(z) < Wella M Fa). 


证 明 不 妨 设 f > 0, 我 们 只 需 证 明 对 任意 > > 0 都 有 
prx jz) < Iola MF (a). (C.12) 
1° #6=xp, 是 By 的 特征 函数 ， 则 


br* f(a) < | xB, — y)f (y)dy 


7 Loe y)dy = A z+Bp fdy 
< m(Bo)M f(x) = lloll M f(z). 
te= DL axe, HP B; 是 中 心 在 原点 的 球 , N (C12) 仍 成 立 . 
2° 对 本 一 般 的 单 减 径 向 函数 , @ 可 表达 为 上 述 类 型 的 单 增 阶 梯 函 数列 的 
极限 ， 上 应 用 单调 收敛 定理 便 完 成 命题 的 证 明 ， 口 
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2. Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 . 


Sobolev 空间 理论 的 核心 是 Sobolev 不 等 式 . 1938 Œ S.L. Sobolev ( 见 [187] 
) 证 明 不 等 式 


IL.& SO) dady < Cup NFllellalt (C.13a) 
R27 
对 所 有 fe L, geL 成立, 其 中 
VA tie pq>1,ł4+}>1 (C.13b) 
Pp n q P q 


并 籍 此 证 明 著 名 的 Sobolev 不 等 式 . (C.13) 的 一 维 情形 首先 是 Hardy 与 
Littlewood ( 见 [113] ) 证 明 的 , 现在 不 等 式 (C.13) 连同 其 等 价 形式 (C.14) 通称 
Hardy-Littlewood-Sobolev 不 等 式 , 简称 HLS PER. 


HLS 不 等 式 的 另 一 形式 是 


We lel “la < Capa lfl f EPR?) (C.14a) 


HE p, q, 入 都 是 正 实数 , 满足 


1 入 1 
—-+-=14+-, 0<A<n, 1<pq<oa. (C.14b) 
p n q 


命题 C.6 不 等 式 (C.14) 与 (C.13) 的 成 立 相 互 等 价 . 


证 明 首先 证 明 (C.14) 与 (C.13) 等 价 . 因 
Jo {lal ofar, 


Ren | 一 yl 


应 用 Hölder 不 等 式 立 即 由 (C.14) 推 得 (C.13). 


在 不 等 式 (C.14) 的 条 件 下 , Bf CLP, 则 对 任意 函数 we LY (9 是 9 的 共 
SOR), DAA Ext (C.13) 得 


[Miers fwdr < C(o.p. Vfl lwla 


这 就 是 说 , Ke f eT LO 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , H Riesz 表示 定理 知 , Kxf € 
Lo H. IEK* fll < Cn,p, AF Ilo- 口 
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定理 C.7 (Hardy-Littlewood-Sobolev 定理 ) 34 p, q, 入 满足 条 件 (C.14b), 则 


成 立 不 等 式 
I F* lz a < Cnpalfllp, f E€ ZR”). 


WEAR 设 BR 是 中 心 在 原点 , 半径 等 于 RER, R> 0 待定 . 记 


z^, |z| < R, 
KR(X) = 
0, 4 |z| >R, 
并 记 KE = |e] ^ — Kr. DR u > 0, 我 们 有 
|f* lz| | < [KR* f| + [KE* f|- 
应 用 命题 C.5, 我 们 有 


Wn—1 


|Kr* f| < Krl Mf) = oR òM f(z). 
我 们 也 不 妨 设 | jl = 1, 应 用 Holder FER, 我们 有 
| 玫 f| < KP ip flo = 1K". 
HP p = p/(p — 1). 根据 条 件 (C.14b), Ap > ns 对 上 式 有 如 下 估计 
[KR* f| < CoRn/5 、. 
H (C.15) 及 (C.16) 
|f* zl 一 | < CR -AMA(z) + Co RP 
R R= |Mf(z)|?/", 代入 上 式 得 


|f* |x|] < (C1 + C2)| MF (7) 


(C.15) 


(C.16) 


上 上 式 左 右 两 边 q 次 乘 方 并 积分 , 应 用 Hardy-Littlewood 定理 (p.331)， 便 得 定理 


结论 . 


口 
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四 、 广 义 Marcinkiewicz 插值 定理 
下 面 的 定理 叫 广 义 Marcinkiewicz 插值 定理 , 其 中 LP? 表示 Lorentz 空间 ， 
定理 C.8 设 丰 是 一 次 可 加 算 子 , 全 的 定义 域 D(T) 包含 其 每 个 元 素 的 截 
函数 , 也 包含 具有 限 测度 的 可 测 集 的 特征 函数 及 其 所 有 有 限 线性 组 合 ， 如果 对 
于 ro<ri， po # Pi 成立 
[Tf poo < Kolf lro Yf EDT) AL; 
IT fla < Kilflna, Vf EDT) AL; 
NAERA K, 使 得 对 于 任意 1 和 9<co 有 
[Tflpa < Klflra VF Ee DIT)AL™ 


其 中 D， 7 满足 
1 1-6 1 一 0 
一 42 _} +Ê, 0<0<1. 
Pp Po D1 r TO Ty 
证 明 见 苗 长 兴 [236] 45 § 4.4 T. 口 


定理 C.9 设 个 是 一 个 算 子 ， 对 每 一 个 入 > 0, TISA T =T + Tr, 
APT, Th 满足 
Ti 是 (p,co) 型 ， 有 具 常数 和 /2; 
To Š (p,p) Æ, ARa AOP, 
结论 : T 是 弱 (p,q) 型 , 且 
[Tula < (26^ julp Vue LP. 


证 明 对 于 fe, 根据 分 布 函数 的 性 质 ( 见 p.29 性 质 (3) ) 有 
(TE) (A) < (Tif) *(A/2) + (Taf) a(A/2). 
Ti BARR (A/2) 的 (p, 00) HF. 所 以 Tif lloo < (A/2), 由 此 可 知 
(Ti f)*(A/2) = 0. 
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注意 到 TD 是 (p,p) MAF (ABM cM! WP), 应 用 Chebyshev 不 等 式 得 
(TIROA) < (Paf)«(A/2) 


S (3) i hi laf de 


< (2c)?A oF)S. 
i 
sup A{(T'f)«(d)]'/4 < ePf 
入 >0 
这 样 使 完成 定理 的 证 明 . , o 
作为 定理 C.9 的 一 个 应 用 , 我 们 有 
命题 C.10 RK e LINL (p>1), 则 成 立 下 列 广义 Young 不 等 式 
[Kx flp < ColK]plflh, Vf EL". 


证 明 任 给 入 > 0, S 
K(x) = | K(z) 车 |K(z)| < A/2， 
0 车 |K(z)| > A/2, 


并 记 KN(z) = K(x) — Kala). SHS Tif = Ky* ff = K^#*f. WH 
Zi fl < (A/2) IF li, 
BUT 是 具 常 数 (MX2) 的 (1,00) 算 子 . 另 一 方面 , 应 用 Young 不 等 式 , 我 们 有 
Tafla = AO * fh < AAI Ah. (C.17) 
注意 (AC) (t) < Ket) < (A/t)?, 其 中 A = JK] 由 分 布 积分 公式 得 


A Andr- | dy 
Ah = fx (z)d hs ).(t)dt 


P p—1 
f A — dt < 2 AP Im? 
M2 pp 1 


PAW EH (C17) BL, To 是 具 常 数 CLAP? 的 (1,1) 型 算 子 ， 应 用 定理 C.9 
得 : [K * flo < CpAllfilp- D 
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